﻿EDITURA DIDACTICĂ SI PEDAGOGICA - BUCUREȘTI, HW NICOLAE DINCULEANU Cont univ EUGEN RADU Cont univ Elemente ANALIZĂ MATEMATICA MANUAL PENTRU CLASA A XI-а REALĂ EDITURA DIDACTICĂ ȘI PEDAGOGICĂ BUCUREȘTI — 1966 CUVÎNT INTRODUCTIV în ultimele decenii, matematica a cunoscut o dezvoltare vertiginoasă, determinată, pe de o parte, de necesitatea lăuntrică a clarificării și sistematizai ii conceptelor și metodelor sale fundamentale, iar, pe de altă parte, de cuceririle celorlalte științe (in special ale fizicii) și ale tehnicii La rîndul său, această dezvoltare, marcată mai ales prin apariția unor noi domenii de cercetare matematică, s-a dovedit extrem de fructuoasă pentru știință și tehnică Este suficient să amintim contribuția logicii matematice la studiul mecanismelor automate, a analizei funcționale la cercetarea celor mai complexe probleme de fizică și a teoriei informației la cibernetica tehnică Apariția de noi domenii ale matematicii a pus intr-o lumină nouă cunoștințele din domeniile clasice ale acestei științe și a făcut necesară revizuirea și relundarea unor noțiuni de bază al căror conținut tradițional era depășit în ce privește analiza matematică — obiectul expunerii din manualul de față — evoluția conceptelor sale fundamentale s-a produs în mai multe etape, fiecare dintre acestea corespunzând unui anumit stadiu de dezvoltare a matematicii și a științei în general Astfel, noțiunea de funcție, concepută inițial ca polinom, a fost apoi extinsă la clasa funcțiilor pe care astăzi le numim elementare, pentru ca mai tirziu, o dală cu utilizarea pe scară largă a teoriei mulțimilor in matematică, această noțiune să fie definită intr-un mod foarte general și simplu, ca o corespondență intre elemente a două mulțimi oarecare Tot astfel, noțiunea de limită, concepută de Leibniz și Newton—-genialii inițiatori ai calculului diferențial și integral—în mod intuitiv, dar neriguros, in legătură cu mărimile variabile, a fost apoi precizată dc către Cauchy acum mai mult de o sută de ani, care a reușit să surprindă ceea ce era esențial în noțiunea intuitivă de limită O dată cu introducerea topologiei ca instrument de cercetare matematică, noțiunea de limită a fost adaptată la cele mai generale spații topologice Noțiunile de derivată și de integrală au suferit dc asemenea prefaceri substanțiale Este suficient să amintim extensiunile integralei date de Riemann, Lebesgue și alții și de extensiunea derivatei de la funcțiile obișnuite la funcțiile de mulțime (măsuri) * * * în lumina celor de mai sus rezultă că a devenit necesară punerea pe baze noi a unora dintre cunoștințele de matematică predate în învățămîntul de cultură generală Trebuie recunoscut deschis că o astfel de înnoire implică in mod necesar renunțarea curajoasă la multe obișnuințe și învingerea rutinei, în interesul pregătirii temeinice a viitoarelor cadre pentru construirea societății noi, socialiste în această ordine de idei este cu totul îmbucurător faptul că programa școlară dc Analiză matematică pentru clasa a Xl-a reală, aprobată în anul 1959 de Ministerul învățămîntului și Culturii, vădește preocuparea de adaptare la stadiul actual al acestei discipline a matematicii Călăuzit de această preocupare, ministerul a solicitat sprijinul catedrei decalcul diferențial și integral de la Facultatea de matematică și fizică din București, iar academicianul * Miron Nieolescu, șeful catedrei, ne-a Încredințat elaborarea acestui manltal 4 CUVÎNT INTRODUCTIV Ordinea de expunere indicată în programa școlară ne-a permis introducerea unor elemente de modernizare ca, de exemplu, citeva noțiuni sumare despre teoria mulțimilor (care, de altfel, ar putea fi introduse cu succes încă din clasele anterioare) limbajul vecinătăților, studiul limitelor de șiruri ca preambul la studiul limitelor de funcții, eliminarea unor notații care se pretează la confuzii etc Trebuie subliniat faptul important că introducerea elementelor de modernizare nu numai că nu îngreuiază înțelegerea expunerii, dar, dimpotrivă, o simplifică în mod apreciabil în același timp, nu mai este necesar ca în învățămintul superior să fie revizuite cunoștințele dobîndite de elevi în liceu, ci doar ca ele să fie aprofundate și completate Probabil că cea mai de seamă dificultate pe care o întîmpină începătorul atunci cînd abordează analiza matematică o constituie noutatea tipurilor de concepte și de raționamente care intervin în această disciplină, în comparație cu acelea definite și utilizate în algebră și geometrie Tocmai aprecierea acestui fapt ne-a determinat să ne concentrăm în mod permanent atenția asupra căilor de urmat, pentru ca expunerea — rămînînd corectă din punct de vedere științific— să nu comporte, totuși, prea mari dificultăți de înțelegere în acest sens, folosind experiența bogată a școlii românești de analiză matematică, ne-am decis să tratăm limitele de funcții cu ajutorul limitelor de șiruri, iar pe acestea din urmă cu ajutorul vecinătăților, considerînd că astfel sînt posibile definiții și raționamente mai apropiate de intuiție, decît acelea utilizate de clasica „analiză prin s“ (e a fost aproape complet eliminat) în același timp, am evitat acel gen de pseudodemonstrații, atit de frecvente în unele manuale din trecut, preferind să substituim demonstrațiile dificile sau a căror prezență ar fi afectat economia expunerii cu justificări intuitive, atrăgind însă atenția că modelul intuitiv sugerează doar faptul matematic, fără a-1 demonstra în alte cazuri, am dat demonstrații cu literă mică, rămînînd ca profesorul să decidă — în funcție de nivelul clasei și propria planificare — dacă să le parcurgă sau nu cu elevii Am încercat să facem cît mai accesibilă expunerea și să realizăm fixarea și adlncirca cunoștințelor, inserînd în text numeroase exemple și aplicații tratate complet Pentru a completa unele chestiuni, ca și pentru a preîntimpina eventuale neînțelegeri și confuzii, ori de cite ori a fost necesar am adăugat observații — menționate ca atare în mod explicit Observațiile și exemplele mai importante figurează cu literă mare, iar acelea care constituie în mod strict un auxiliar pentru înțelegerea expunerii — cu literă mică La fiecare capitol am propus pentru rezolvare numeroase exerciții, dispuse în ordinea de expunere a capitolului respectiv Tratarea lor este ușurată de prezența, la sfirșitul manualului, a unei anexe speciale de indicații și răspunsuri * * * Conceperea și redactarea unui manual de analiză matematică pentru liceu implică mari dificultăți, pe care, fără îndoială, nu am fi izbutit să le învingem singuri Ținem să aducem mulțumirile noastre în primul rînd prof acad Octav Onicescu, acad Miron Nicolescu și prof Mihai Neculce, care, pe lingă multe observații prețioase făcute asupra manualului, au contribuit la formația noastră matematică în țara noastră, modul modern de prezentare a analizei matematice, adoptat în acest manual, a fost introdus, adaptat și prelucrat de acad Miron Nicolescu Acad Miron Nicolescu a urmărit îndeaproape elaborarea prezentului manual, fiind în același timp și referent științific îi datorăm de asemenea nota istorică de la sfîrșitul manualului Tuturor le exprimăm pe această cale mulțumirile noastre Autorii CAPITOLUL I NUMERE § 1 NUMERE REALE 1 Numere întregi, numere raționale, numere reale a Numerele naturale sînt: 1, 2, 3, 4, n, Totalitatea (sau mulțimea) acestor numere se notează cu litera N Cu numerele naturale se pot efectua două operații, care conduc tot la numere naturale : adunarea și înmulțirea; suma m + n și produsul m • n a două numere naturale sînt de asemenea numere naturale Se poate efectua și operația de scădere m — n, dacă m > n, și rezultatul este tot un număr natural Dacă m n, operația de scădere nu se mai poate efectua în cadrul numerelor naturale Pentru a extinde operația de scădere și la acest caz, se introduc și alte numere b Numărul 0 Pentru a putea efectua operația de scădere m — n, în cazul cînd m = n, se introduce numărul 0, m — n — 0 Numărul 0 are efect nul în adunare, în sensul că, adunat cu orice număr natural n, îl lasă neschimbat: n -ț- 0 = n Numărul 0 are de asemenea proprietatea că, în-mulțindu-1 cu orice număr natural «, se obține 0, 0 • n — 0 Se observă că, în mulțimea formată din numerele naturale și 0, adunarea și înmulțirea ne conduc la numere care fac parte tot din această mulțime c Numerele întregi Pentru a putea efectua scăderea m — n în cazul cînd m unde m și n n sînt numere întregi, iar n diferit de 0 Orice număr întreg m poate fi scris ca fracție sub forma-”, deci printre numerele raționale se află toate numerele întregi Un număr rațional se poate scrie sub formă de fracție în mai multe , m — m 2m — 2m km m , , » , • - , • moduri : — , -, ■— , -, •••> — >••• 1 oale aceste Iracțu reprezintă același n — n 2/1 — 2n kn număr rațional Dacă m și n sînt prime între ele (adică dacă nici un număr natural, în afară de 1, nu este divizor comun al lui m și ri), fracția — se n numește ireductibilă Orice număr rațional se poate scrie într-un singur mod ca fracție ireductibilă cu numitorul natural Cu numerele raționale se pot efectua operațiile de adunare, scădere și înmulțire și rezultatul este tot un număr rațional De asemenea, în cadrul mulțimii numerelor raționale se poate efectua și operația de împărțire cu un număr diferit de 0, adică prin împărțirea unui număr rațional r cu un număr rațional s diferit de 0 se obține tot un număr rațional e Numerele reale Numerele raționale se pot reprezenta și sub formă de fracție zecimală : Aq, ••• unde ag este partea întreagă, iar 0, а^аз a„ este partea zecimală Partea zecimală poate să fie finită, sau infinită și periodică (simplă sau mixtă) 24 5 44 Exemple: — = 0,184; — = 0,454545 ; — = 1,4666 125 11 30 Fracțiile zecimale cu partea zecimală infinită și neperiodică reprezintă numerele iraționale Exemple: 0,101001000100001 ; f2 = 1,4142 ; r = 3,1415926536 * A împărți exact numărul întreg m la numărul întreg n înseamnă a găsi un număr întreg p, și numai unul, astfel Incit m = np (Se spune că m este un multiplu al lui n ) Dacăn = 0 și тфО, egalitatea precedentă nu este verificată de nici un număr întreg p; dacă n = 0 și m = 0, egalitatea precedentă este verificată de orice număr întreg p Rezultă că dacă n = 0, Împărțirea nu se poate efectua § 1 NUMERE REALE un număr Fig 1 Atit numerele raționale, cit și numerele iraționale se numesc numere reale Mulțimea numerelor reale se notează cu litera H Cit numerele reale se pot efectua, ea și cu numerele raționale, toate cele patru operații : adunarea, scăderea, înmulțirea și împărțirea (printr-un număr diferit de 0), rezultatul este tot in loc de număr real, se spune, mai simplu număr Numărul — у se numește opusul numărului y Opusul lui 0 este tot 0 A scădea din x pe у înseamnă a aduna pe x cu — у : ,r — у = ж + (— У\- Operația de scădere se reduce astfel la cea de adunare Dacă у =f= 0 numărul — se nu- !/ mește inversul numărului у și se mai notează у l Inversul lui 1 este 1, iar inversul lui — 1 este — 1 A împărți pe x la у înseamnă a înmulți 1 pe x cu —: У X 1 — = x • — = У У Operația de împărțire cu un număr diferit de 0 se reduce astfel la înmulțirea cu inversul acestuia Singurul număr care nu are invers este numărul 0, deoarece împărțirea nu se poate efectua (nu are sens) în figura 1 se prezintă schematic diferitele mulțimi de numere considerate mai sus 2 Relația de ordine Oricare ar fi numerele x și y, avem una, și numai una, din următoarele trei posibilități : sau x у (x este mai mare decît y) Dacă x nu este mai mare decît y, atunci x poate fi mai mic decît у sau egal cu у și se scrie Ж у (ж este mai mic sau egal cu y) De asemenea, dacă x nu este mai mic decît y, atunci x poate fi mai mare decît у sau egal 8 CAPITOLUL I NUMERE cu у și se scrie x у {x este mai mare sau egal cu y) Rezultă că avem : x y, dacă are loc una din relațiile : x = у sau x Proprietatea 5) nu mai este general adevărată dacă unul din numerele x și у este 0, se spune că x este un număr pozitiv Dacă x este pozitiv și se precizează că x > 0, se spune că x este un număr strict pozitiv în mod analog se definesc numerele negative (x C 0) și cele strict negative (x 0; 0, dacă x = 0; — x, dacă x 0, oricare ar fi x; dacă x — 0, atunci | x | = 0 și reciproc, dacă | x | = 0, atunci ж = 0; rezultă că x =/= 0 dacă, și numai dacă, | x | > 0 2) |—x| = |aș?|- * Rezultă că numărul 0 este și negativ și pozitiv Acest fapt, care pare neobișnuit, este o consecință a terminologiei adoptate mai sus, care, însă, este necesară in capitolele următoare § I NUMERE REALE 9 3)|ж+г/| c de unde | x | > c, ceea ce ar contrazice ipoteza Așadar, — c 1 + na Intr-adevăr, dezvoltînd (1 + «)” după formula binomului lui Newton, obținem : (1 + а)" = 1 + Qaf C2a2 + + a" = 1 + na + n(n~ П a2 + + + a" 1 + na Aplicații 1) Dacă a^2, atunci, oricare ar fi numărul natural n, are loc inegalitatea: a“^n + 1 într-adevăr, să notăm A = a — 1; deci A >• 1 și a — A -j- 1 Atunci: a" = (1 4- Л)” > 1 4- nA > 1 4- n Exemple: 2n n + 1 pentru orice n natural; 10" + 1 pentru orice n natural; rt" > n + l pentru orice n natural Rezultă că: — C- 1, atunci, oricare ar fi numărul real a, se poate găsi un număr natural n, astfel incit a" > a Să notăm A = a — 1; deci A>0șia = A4-l Se poate găsi un număr natural n, astfel că nA > a Atunci: a" = (14- А)" 1 4- иА > 1 4- ® > «• 3 i Exemplu : a = — » a = IO5 ; rezultă A = — Luind, de exemplu, n = IO5, se obține 2 2 (3 \10® — I > io5 12 CAPITOLUL I NUMERE 2 Puteri întregi Puterea cu exponent 0 a unui număr a =f= 0 este prin definiție: a° = 1 Puterea 0° nu are sens * Puterea cu exponent negativ a unui număr a =/= 0 este prin definiție: a “ = — (n natural) a” Puterea 0 ” nu are sens, oricare ar fi n natural, deoarece 0" = 0 și împărțirea cu 0 nu are sens Puterile ak cu exponent k întreg se numesc puteri întregi Calculul cu puterile întregi se face după aceleași reguli ca și calculul cu puterile naturale Trebuie reținut că puterea dk are sens numai pentru exponent k natural 3 Radicali Să considerăm ecuația : x" = a (a >• 0, n natural) Această ecuație are cel mult o soluție pozitivă Intr-adevăr, dacă și x« ar fi două soluții pozitive diferite ale acestei ecuații {x” = a, x" = a), și, dacă de exemplu, хг 0 și r = — un număr rațional; putem considera că numitorul n n este număr natural, amplificînd la nevoie cu — 1 Puterea lui a cu exponentul rațional r este prin definiție m T „ П a = a = ya și nu depinde de modul în care r este scris ca fracție (cu numitorul număr natural) într-adevăr, dacă se scrie r= — (p natural), atunci a’’₽ = np = amp = ^a"‘ = an, deoarece a > 0 Puterile cu exponent rațional se numesc puteri raționale Calculul cu puterile raționale se face după aceleași reguli ca și calculul cu puteri întregi Observații 1° Dacă r este strict pozitiv, atunci r = — > ca m și л numere П naturale; în acest caz, 0r = f0m = 0 2° Puterile raționale nu au sens dacă baza este strict negativă, a /a’nF = fa™ nu mai este în general adevărată 14 CAPITOLUL I NUMERE EXERCIȚII Fie a și b două numere strict pozitive Se știe că media armonică, media geometrică și media aritmetică a acest or numere sînt respectiv : 2ab V~T a + b = ’ ms = | ară, nijrlt = —— a + b 2 Să se demonstreze inegalitățile: 1 • marm ms — m, r, 3 Să se demonstreze că, oricare ar fi numerele pozitive a, />, c, are loc inegalitatea : a2 + b- + c2 >• ăb Ț- Z>c 4- ca 4 Să se demonstreze că, oricare ar fi numerele strict pozitive a, b, c, are loc inegalitatea : ab(a 4- b) 4- bc(b 4 c) + + «) 6 abc Cu notațiile de la exercițiul 1) să se demonstreze că, dacă 0 +!& — д | 2 = max (a, b) Și a 4* Ь — I b — a | • z - = mm (a, b), tinde max (a, b) și min (a, b) sînt — respectiv — cel mai mare și cel mai mic dintre numerele a și b Să se demonstreze că, oricare ar fi numărul rea] a, au loc inegalitățile: 11 12 Să a 2a —1 a2 + 1 se rezolve ecuațiile : 2 13 3 | x I — 5 = 1 — 7 | x | 14 i^j + 2 = 31X! 1( 2 15 I X [ — 2 = 5 I X I — 1 16 — 5 I x I + 8 = 7 — 3x 17 3 | x | + 1 = 5® — 2 18 5 | x Ц- 1 = 2ж — 3 Să se discute, în raport cu valorile lui a, f>, c, ecuațiile : 19 a | x | — b 20 a | x | + bx = c 21 Să se demonstreze că, oricare ar fi numărul natural n și numerele reale a și b supuse condițiilor 0 3, 7} = = {1,2 3,5 7}; {1, 2} U O- 2, 5} = {1 2, 5} ; {1, 2} U {3, 4 5} - {1 2, 3, I, 5} ele Reuniunea mulțimii numerelor raționale cu mulțimea numerelor iraționale este mulțimea 7? a numerelor reale (fig- I) Se vede ușor că, dacă А с B, atunci A (J В = В reuniunea mai multor mulțimi elementelor ce aparțin cel puțin uneia din mulțimile Лп A,, , A„; se notează A} (J Л2 țj (J A„ sau (J Л; i— 1 Exemple: {—1, 2, 5} (J {— 1, — 3, -} țj {2, }’2, 0} = {—3, — 1, 0, /2, 2, тг, 5} § 2 MULȚIMI DE PUNCTE PE O DREAPTA 19 5 Intersecție Fie A și В două mulțimi Mulțimea tuturor elementelor comune celor două mulțimi se numește intersecția mulțimilor A și В și se notează А П В (se citește A intersectat cu B) (fig 6, a) Dacă A și В nu au nici un element comun, se spune că intersecția lor este mulțimea vidă care se notează 0: А П В — 0 în acest caz, se spune că mulțimile A și В sînt disjuncte (fig- 6, b) Exemple: {1, 2, 5} (~) {0, 2, 4} = {2}; {1, 2} (") {3, 1} = 0 {1, 2} fi {!> 2, 4} = {1, 2) Intersecția mulțimii numerelor raționale cu mulțimea numerelor iraționale este vidă Se vede ușor că, dacă А Q В, atunci А П В = A Se definește în mod asemănător intersecția mai multor mulțimi, A3, A», , A,„ ca fiind mulțimea tuturor elementelor comune tuturor acestor mulțimi și se notează Аг fi A2 П ••• П sau П 21,- i=i Exemple: {1, 2, 3} (~| {— 1, 0, 1 2} |~] {(), 1, 2, 5} = {1, 2} § 2 MULȚIMI DE PUNCTE PE 0 DREAPTĂ 1 Intervale în manualul de față interesează în mod special mulțimile de numere reale sau, ceea ce este același lucru, mulțimile de puncte de pe o dreaptă Se întrebuințează denumirile și notațiile de mai jos Fie a și b două numere, a ] este definită de inegalitatea x^ b și se numește semidreaptă închisă (nemărginită la stînga) (fig 10, b) Asupra semnificației precise a lui + oo și — oo sc va reveni pe larg In capitolul V § 2 MULȚIMI DE PUNCTE PE O DREAPTA 21 6) Mulțimea tuturor numerelor reale /? (sau toată dreapta) se mai notează (— со, -|- oo) Semidreptele și dreapta întreagă se mai numesc intervale nemărginite Este evident că, dacă două intervale au cel puțin un punct comun, intersecția lor este tot un interval; dacă două intervale nu au nici un punct comun, intersecția lor este vidă Vom avea, de asemenea, de considerat mulțimi care sînt reuniuni de două sau mai multe intervale, mărginite sau nemărginite (fig li) în figura 11, a, punctul b nu aparține reuniunii [a, b) U (b, c), deoarece b nu aparține nici intervalului ța, b), nici intervalului (b, c) - -ii 1 - а Ь C [ab)u(b,c) a) -h — !■ -*■— a b c (a,b] и (c + o°) b) Fig 11 Observație Intervalele pe dreaptă se reprezintă intr-un mod care amintește notația lor Astfel, intervalele de mai sus (indicate în fig 7, 8, 9 și 10) se reprezintă respectiv, după cum urmează : °) 6 Г7) 4 ]— a b b) i a I ’> № f -— - a 2 Vecinătățile unui punct Fie x un punct de pe dreaptă Se numește pecinatate a lui x orice interval deschis (a, b) care îl conține pe x, adică astfel încît a rlX — 6 X + 5 >14 — 3x 6 — 7 a; — За: — 5 3 — эх 3 — 9 a? 6;r — 7 > 5ж — 1 Зх 4- 6 > Sac —- 4 Să se determine mulțimile de numere întregi x care verifică perechile de inegalități: g [ За; —-10 2x—11 l x 4- 14 15 4- 2a: Să se determine mulțimea soluțiilor comune ale perechilor de ecuații: 1 ,-r’ — 5 t3 -Ț 5a; — 1 = 0 și x2 + 3a; — 4 = 0 2 5a:3 — 31 x2 Ц- 31 x — 5 = 0 și țz — x — 6 = 0 3 Fie Pj mulțimea paralelogramelor, /<> mulțimea dreptunghiurilor, P3 mulțimea romburilor și mulțimea pătratelor Să se stabilească relațiile de incluziune dintre aceste mulțimi și apoi să se determine : 7Ț U P3, Pi U p4, p2 и P4, P-2 n Р І, P-> n p3, p3 Г) pv 4 Notînd cu N — mulțimea numerelor naturale, 3/1 = {2n}„e v, M2 == {6n}nejy, M3 — mulțimea soluțiilor ecuației x2—7x Ț- 10 — 0 să se stabilească relațiile de incluziune dintre aceste mulțimi și să se determine : A' (J Л/j LJ A/2, U Яа, AȚ țj V», ¥ ГІ >3, X FI Л/2, Г) M3, П tl/3; să se arate că (Л/2 U Л/3) Г] = (J/2 П 3/,) U (-W3 П J/4) Să se determine mulțimea numerelor reale x care verifică perechile de inegalități: 2x > 6x 4- 8 4 a: 4- 3 5x 4-12 3;r — 18 O э' I — 1 -j- kx — 4®a O ®a + ® — 6 O ®2 — 3x + 2 0 1 3®2 — 2® + 5 O | — 3 + 4® — ®2 0 10 f x2 — x — 6 0 Q f x2 + x — 6 0 J 6® —®2 —9 al trei- 1 J lea termen este—, al n-lea termen este —, adică: 3 n ,11 1 — 1, cta — —» а-л — a„ — —, 2 3 л Un șir se scrie prescurtat astfel : (я„)пе ѵ sau, mai simplu, (a„) Astfel, șirul numerelor naturale se scrie (и)мед sau («); șirul puterilor naturale ale lui 10 se scrie (10и)1іе,ѵ sau (10”) etc — Pentru ca un șir să fie dat, este suficient să se dea primul termen și o lege dc succesiune care să arate cum se obține succesorul oricărui termen Tot astfel, un șir este dat dacă sc dă termenul de rang oarecare, a„, ca o expresie care îl conține pe n, astfel incit particularizind pe n(n = = 1, 2, 3, ), se obțin respectiv termenii a„ a2, â3> Exemple: 1° Șirul dat prin legea a„ = — este : 10" 1 1 1 1 io’ io2’ io3 10м”” 2° Șirul dat prin legea a„ = —-— este : 10"-* i, 1, 2L, 10 10® 10"-’ 3° Șirul dat prin legea a„ — 4 (sau «„ = 4 ■ Iй) este : 4, 4, 4, , 4, 4° Șirul dat prin legea a„ 2n — este : II -|ț 3 2 4 6 8 2n 4 ’ 5 6 7 ’ л + 3 ’ 5° Șirul dat prin legea a„ = 1 + (-1)” І este 2 2 0, 1, 0, 1, , 0, 1, § 2 GENERALITĂȚI 27 Termenii unui șir se pot reprezenta prin puncte pe dreaptă; dacă unii termeni ai șirului sînt egali, este evident că ei se reprezintă prin același punct Un șir este constant, dacă toți termenii săi sînt egali Șirurile din exemplele 8) și 9) sînt șiruri constante 2 Șiruri mărginite Un șir este mărginit dacă există două numere între care se află cuprinși toți termenii săi sau, ceea ce este același lucru, dacă toți termenii șirului se află într-un interval mărginit Exemple: 1) 1, — » — Termenii acestui șir sînt cuprinși intre 0 și 1, 2 3 n adică se află in intervalul , deci șirul este mărginit 2) I a fel, șirurile — » — , și — • — , , — , sînt mărginite 2 23 2" 10 IO3 10” 3) Orice șir constant este mărginit, deoarece tuturor termenilor săi le corespunde pe dreaptă un singur punct 4) Șirul 1, 0, 1, 0, ,1, 0, este mărginit Un șir este nemărginit dacă termenii săi nu pot fi cuprinși în nici un interval mărginit Aceasta înseamnă că în afara fiecărui interval mărginit se află cel puțin un termen din șir Exemple de șiruri nemărginite: 1) 1, 2, 3, , n, 2) 1, — 1, 2, — 2, , n, — n, Dacă a > 1, șirul a, a2, , a" , este nemărginit Intr-adevăr (v cap I, ineg lui Bernoulli) oricare ar fi intervalul mărginit (a, 3), există un termen a” din acest șir astfel îneît să avem a”> Ș; adică a” este în afara intervalului considerat în particular, șirurile 2, 22, , 2я, , si 10, IO3, , 10" , sînt nemărginite 3 Șiruri monotone Un șir («„) este crescător, dacă fiecare termen este mai mic sau egal cu succesorul său: Exemple de șiruri crescătoare: 1) 1, 2 3 n, з)-!,-!,-! 2 3 n zo CAPITOLUL III ȘIRURI PE NUMERE 3) 1,9; 1,99; 1,999; 4) 1, 1, 2, 2, 3, 3 n, n, 5) Dacă a > 1, șirul a, a2, a3, a", este crescător (și nemărginit) în particular, șirurile 2, 22, , 2*, și 10, IO'2 10й, sînt crescătoare Un șir («„) este descrescător, dacă fiecare termen este mai mare sau egal cu succesorul său : Й1 ••• U'' ^î:-l Exemple de șiruri descrescătoare: 1) — 1, —2, — 3, , — n, 3) 1, 1; 1,01; 1,001; 4) — 1, — 1, — 2, — 2, — 3, - 3, , — n, — n, 5) Dacă 0 1 10 acest șir se scrie : 1 io2’ 1 10"’ a „ = 1 4- — , atunci 10” 1 io3 ’ — ax, a2, &з, , an, 0, se poate găsi în șir un termen a cărui distanță de 1 să fie mai mică decît s Pentru aceasta, să notăm A = — Deoarece șirul aN Ю"'' /0" e ? 1 л -' ■ ;=z ' іо, юг, 10», 13 este crescător și nemărginit, există în acest șir un termen mai mare decît A (fig 13) Să notăm cu A exponentul pentru care 10w > A, adică 10N > - De aici rezultă —— 2V Atunci, 10" > !(№, și deci — 0, putem găsi în șir un termen aN, astfel incit, pentru toți termenii a„ care ii urmează (n > N) să avem : a„ — l 0, găsim în șir un alt termen am astfel că, dacă n > N', să avem : «„ — 1 • • 4 aN-l în număr finit Dar intervalele deschise care conțin pe 1 se numesc vecinătăți ale lui 1 Deci, proprietatea de mai sus se exprimă în limbaj geometric astfel : In afara fiecărei vecinătăți a lui 1 se află cel mult un număr finit de termeni ai șirului § 2 ȘIRURI CONVERGENTE 31 Desigur, cu cit vecinătatea lui 1 este mai mică, cu atît se vor afla în afara sa mai mulți termeni, însă tot număr finit 2 Definiția limitei unui șir Considerațiile făcute asupra șirului particular de mai sus pot fi extinse la un șir oarecare Definiție Se spune că un număr a este limita unui șir (a„) dacă, în afara fiecărei vecinătăți a lui a, se află cel mult un număr finit de termeni ai șirului (a„) (fig 15) Orice șir care are limită se numește șir convergent Dacă a este limita șirului (a„), se spune că „șirul (a„) este convergent către a“ sau că „șirul (a„) tinde către al\ și se scrie* astfel : lim a„ = a sau a„ —> a П-ТОО (lim a„ se citește „limită de a„ cînd n tinde către infinit’1; a„ -* a se citește n->O0 „a„ tinde către a“) Din definiție rezultă că, dacă șirul (a„) arc limita a, atunci, prin Înlăturarea sau adăugarea la acest șir a unui număr finit de termeni, se obține un nou șir, care are de asemenea limita a într-adevăr, în afara fiecărei vecinătăți a lui a se află tot un număr finit de termeni ai noului șir De asemenea, prin schimbarea ordinei termenilor șirului (a„) se obține un șir care are tot limita a într-adevăr, poziția pe dreaptă a termenilor șirului nu depinde de rangul lor, ci numai de valoarea lor numerică Considerînd acum vecinătățile lui a de forma (a — s, a + e), unde s > 0, a spune : a„ e (a — s, a + e) înseamnă că a — e a Se obține astfel următoarea : Teoremă Un număr a este limita unui șir (aM) dacă, și numai dacă, pentru fiecare număr г > 0 se poate găsi în șir un termen ăN, astfel îneît pentru toți termenii a„ din șir care îi urmează (adică n > N) să avem: | a„ — a | oo 2) Din exemplul examinat In acest paragraf la nr 1 rezultă: lim (1 4- —) = 1 n-*®l 10» J 1 1 1 3) Șirul 1, — > — > , — > are limita 0 : * 2 3 n lim — = 0 n-к» n § 2 ȘIRURI CONVERGENTE 33 Să alegem un număr oarecaie ș> 0 Dacă notăm A = —, putem găsi un număr E natural A' > A ș* deci І N, atunci cu atît mai mult І 0 și notăm A — șirul (a„) fiind nemărginit, putem găsi în acest șir un termen aN > A = • (Demon-s strația se continuă ca la exemplul 3 ) Exemple: Dacă 0 1, deci șirul (b”) este crescător nemărginit, iar a” ■= — b” în particular, șirurile 2 2a, 2a, 2", și 10, 10a, IO3, , 10я, sînt crescătoare și nemărginite, deci lim — == 0, și lim — = 0 n->OO 2” Л->ЭО 10* Șirurile care nu sînt convergente se numesc șiruri divergente Exemple de șiruri divergente: 1) Șirul 1, 0, 1, 0, 1, 0, nu este convergent Să arătăm mai întîi că 1 nu este limita I 3 1 acestui șir Pentru aceasta, să alegem vecinătatea I — , — I a lui 1 (fig 18) -« ( * i -f -♦ 0 , 1 I 1 , 2 2 Fig 18 In afara acestei vecinătăți menii firului egali cu 0; deci 1 se află o infinitate de teirneni ai șirului și anume toți ter-nu este Urnita șirului La fel se arată că 0 nu este limita 4 șirului, alegtnd — de exemplu— vecinătatea îu ceea ce privește orice nit număr a, putem lua o vecinătate V a lui a, care să nu conțină nici pe 1, nici pe 0, deci tn afara CAPITOLUL 111 ȘIRURI DE NUMERE 34 acestei vecinătăți se află loji termenii șirului Așadar, nici a nu este limita șirului Urmează că neavind nici o limită, șirul nu este convergent, deci este divergent 2) Șirul numerelor naturale 1, 2 considerăm un număr oarecare a și o vecinătate 2 /7'7 -H *■ n a Fig 19 n, este divergent Pentru a arăta aceasta, să a lui a, de lungime 1 (fig 19) Deoarece distanța dintre două numere naturale este cel puțin egală cu 1, In vecinătatea aleasă se află un singur număr natural, deci în afara ei se află o infinitate de numere naturale Urmează că a nu este limita acestui șir Cum numărul a a /7*7 fost luat la întîmplare rezultă că nici un număr nu este limită a șirului (n), adică acest șir nu este convergent Observa/ie La nr 5 se va vedea că orice șir nemărginit este divergent 3 Un criteriu de convergență în exemplele de șiruri convergente considerate anterior s-a putut stabili ușor limita folosind direct definiția în alte cazuri, folosirea definiției este greoaie și de aceea sînt utile anumite criterii de convergență Aceste criterii permit ca din convergența unor șiruri cunoscute să deducem convergența si altor șiruri f J Te or em ă (Criteriu de convergență ) Dacă termenii unui șir (a„) sînt mai mici în modul decît termenii corespunzători ai unui șir (a„) de miniere >0, convergent către 0, ( |a„| 0 Deoarece a„—>-0, există un termen aN, astfel incit pentru toți termenii a„ care ii urmează (n > N) să avem N avem cu atît mai mult: I a« — 0 | = | a„ | a, atunci | a„ | —> | a |: lim |a„ | = | lim a„ | n-*OO n-*OO Se folosește inegalitatea : | I a„ I — I а I | 0 Deoarece a„ —> a, putem găsi un termen aN, astfel incit pentru toți termenii a„ care ii urmează (zi > N) să avem : | a„ — a | ■ 0 5 Șiruri mărginite, șiruri monotone O altă proprietate a șirurilor convergente este exprimată de teorema următoare : Teoremă Orice șir convergent este mărginit Fie (a„) un șir convergent către a Să considerăm o vecinătate a lui a, de exemplu (a — 1, a -f- 1) (fig 20) in afara acestei vecinătăți se află numai 1); In particular, 2, 2% 2", ; 10, IO2, , 10„, Observație Proprietatea unui șir de a fi mărginit este o condiție necesară pentru convergența sa, dar nu suficientă De exemplu, șirul : 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, » este mărginit, dar nu este convergent Se poate asigura convergența unui șir mărginit, dacă se- adaugă o condiție suplimentară, aceea de a fi monoton § 2 ȘIRURI CONVERGENTE 37 Teorema de convergență a șirurilor monotone Orice șir monoton și mărginit este convergent Demonstrația acestei teoreme depășește cadrul manualului Dacă șirul (a„) este crescător, limita sa, a, este mai mare sau egală cu toți termenii șirului : dacă șirul (a„) este descrescător, limita sa, a, este mai mică sau egală cu toți termenii șirului: a a„ Exemple : 1) Să considerăm un șir de fracții zecimale obținute una din cealaltă prin adăugarea unei zecimale : ai î a0> a1a ia3’, ; an Termenii acestui șir sînt cuprinși între a0 și a0 -f- 1, deci șirul este mărginit Este evident că șirul esle crescător Rezultă că șirul are limită Astfel, fracțiile zecimale care aproximează prin lipsă un număr real r formează un șir convergent către x De exemplu, șirul 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; , obținut cu zecimalele numărului 1'2, este convergent către V 2 2) Să reluăm un exemplu care a mai fost considerat in clasa a IX-a Fie 0 0 și deci: Șirul ( S'„) este de asemenea mărginit într-adevăr, avem 0 1 de la numitor cu 2, termenii sumei se măresc încă, așa încît: Prin urmare, — > — de unde n n +1 n n +1 к к k ,1’1 k deci 1 „) sînt două șiruri convergente, atunci șirul (a„ + bn) este de asemenea convergent și lim (a„ + &„) = lim a„ + lim bn 7Î~*CO П-> 0 In n ->oo n-* 7V') să avem : | a„ — a 1 IV") să avem: i&n 6| N, atunci n > N' și n > 2V", deci \ a„ — a | N, atunci : I {a-n + b„) — (a + ă) | = | (a„ — a) + (ă„ — 6) К » Demonstrația se face ca și pentru teorema 1, scriind: |(йя — b„) — (a — b) | = | (aH — a) — (bn — b) [ an — a | 4- | bn — b ( 00 m-*eo în particular, luînd k șiruri egale cu (a„) deducem: 1 im (ka„) = k lim a„ (k natural) n->oo 7i->co Consecința 1 Dacă lim a„ == a, atunci lim (an 4 «) = lim a„ 4- « n->oo тг->qd n-j*co (a real oarecare) Intr-adevăr, luînd b„ = a pentru orice n, (b„) este un șir constant și deci lim b„ = a Se aplică apoi teorema 1 Consecința 2 Dacă a„ -> a, atunci a„ — a —> 0 Reciproc, dacă a„ — a-+ O, atunci a„ —> a Intr-adevăr, dacă lim a„ = a, atunci lim (a„ — d) — lim a„ — a — Î1 &0 n-*QO 71—СО = a — a = 0 Reciproc, dacă lim (ал — a) =0, atunci lim a„ = lim [(a„ — a) 4- a] = 1 П-*00 71-* OO = lim (a„ — a) 4- a = O 4- « = a- 42 CAPITOLUL Ш ȘIRURI DE NUMERE E xemple: 1) Dacă 0 0, atunci ka„ -> 0 Această proprietate este adevărată și dacă factorul k nu este număr natural: Teorema 1 Dacă (a„) este un șir convergent și c este un număr real oarecare, atunci șirul (ca„) este de asemenea convergent și lim (ca„) = c lim a„ Г1-ХЮ П—CC Fie a = lim a„ și fie k un număr natural, astfel Incit | c | k П-*00 Atunci | ca„ — ca | - - I c (a„ — a) | = | с | | an — a k | a„ — a [ Dar, deoarece a„ -> a, atunci a„ — a -> 0, deci \ a„ — a | -> 0 și, prin urmare, k | a„ — a | -> 0 Conform criteriului de convergență, deducem ca„ — ca —> 0 și deci ca„ -+ ca Exemple: 1) lim ИП 6 = lim fa + b — 1 = a + Ь lim — — a + b • 0 = a n->co n n->Q0 I n J П—c© n 2) lim — -— t 1 = lim = 5 — Hm — -p lim A = 5 П-ос П3 П^оо [ П3 n3J П-*0О ZI3 ns 3) Dacă 0 00 , 1 qn in particular, dacă luăm a = -> deducem : lim = 0 1 — q n-> 00 1 — q 1 — а” Г 1 qn ' 4) lim — = lim n-*« li>-—-q n-»o5 1 —Q 1 — q 1-ț -lim 1 — q l-q Consecință Dacă an -+ 0 și (&„) este un șir mărginit, atunci a„ b„ -> 0 § 3 OPERAȚII CU ȘIRURI CONVERGENTE 43 într-adevăr, deoarece (6„) este mărginit, putem găsi un interval (— M, M), cu centrul în 0, care să conțină toți termenii acestui șir, adică astfel ca — M ^ bn M, sau | b„ | M Atunci: I «Л I = I a„ || b„ | 0 Teorema 2 Dacă (a, ) și (ă„) sînt două șiruri convergente, atunci șirul (a„Z>„) este convergent și lim anbn = lim a„ • lim b„ П- 00 Tl-r-CC n—CC Fie a = lim a„ și b — lim b„ Atunci: 71—>00 П-* 00 a„bn — ab = a„b„ — aZ>„ 4- abn — ab = (a„ — a) b„ + a (b„ — b) Dar șirul (b„) este mărginit (fiind convergent) și a„ — a -> O, deci: (a„ -a)b„-+ 0 De asemenea, ba — b -*■ O, deci: a {b„ — b) -> 0 Urmează că : lim («„ bn — ab) = lim (a„ — a) b„ + lim a (b„ — b) = O 71"+00 77—00 П ->CC și deci: lim a„bn = ab = lim a„ • lim b„ 71—-OG 7WO5 7WX Teorema aceasta se poate enunța simplificat astfel : Limita produsului este egală cu produsul limitelor Teorema 2 este adevărată și pentru produsul mai multor șiruri convergente (în număr finit) : lim (a„bnc„ fn) = lim an ■ lim b„ ■ lim c„ lim f„ 71“> rt->00 71—00 П-*СО П-> 00 în particular, luînd k șiruri egale cu («„), deducem: lim («*) = (lim a,,)* (k natural) Г f 1 Vi6 J = lim 1 + — = e* (Й natural) ?i -rao ț П J Exemplu : lim n-> b \&П 1 deducem | bn ] -> ] b | >0 Sa alegem (fig 21) o vecinătate (a, Jî) a lui | b | cu a > 0 în această vecinătate se află toți termenii | b„ |, cu excepția unui +—f -Л > 0 oC ft 0 Fig 21 Fig 22 număr finit dintre ei Pentru termenii | b„ | din această vecinătate avem a 0, deducem că (v consec de la nr 2): 1 (b„ bn Atunci: — — 1 = = 1 L (b — bn) -> 0 b„ b bțțb b bn § 3 OPERAȚII cu ȘIRURI CONVERGENTE si deci: ——> — » adică : ь„ b lirn± = 2 = L iwx b„ b lim b„ n-*oo Observație Dacă lim b„ = 0, «irul (— | este nemărginit, deci nu este convergent, n— os> \ b„ ) Se poale trece acum la șirul citurilor Teoro m ă Dacă șirurile («„) și (b„) sînt convergente, dacă b„ =f= 0 pentru orice n și dacă lim bn =£ 0, atunci șirul — este convergent și II-»00 bn lim a„ lim n—cd Hm П CD într-adevăr, se poate scrie : și deci: Hm an 1 1- 1 П- t» lini = hrn an - hm — = hm an * -—— = — — n—CD 71—CC 71— co Teorema aceasta se enunță simplificat astfel : Limita citului este egală cu eîtul limitelor, dacă limita de la numitor este diferită de 0 Consecință Dacă (« ,) este un șir convergent și ducă a„ 0 pentru orice n și lima„^#0, atunci șirul (a^k) este convergent și lim a,t = (lim a„) , k fiind un număr natural oarecare Exemple: n‘ 3rd — 5na + 2n + 6 П lim - hm — u- □= 2n‘ + 7n8 — n — 1 nJ 1 £ 7? n4 2 n» 3 A + 2 + -n n» n4 e= lim - n^ oo „71 1 2 + -— — — hm n’ n8 n1 lim 3 2 4 CAPITOLUL III ȘIRURI DE NUMERE 2) n2 — 4n — 3 ,, lim - == hm n->« ns + Зл* + 1 n-t-a Ps n* 3 1 n •= lim I 4 3 „fi 43 lim -— — ns л’ ns-n—« 1 n3 л4 ns i + - + 4 iiin (*+-+4) n П5 n-*ec n Пг J 1 = e-* (/ 4—* )—♦— acești termeni am avea a„ 0, Urmează că a 0, adică lim a„ 0 F'8' 23 n->0D Observație Este posibil ca termenii șirului să fie strict pozitivi și, totuși, limita să fie 0 De exemplu, șirul I — j are termenii strict pozitivi, dar are limita 0 Consecința 1 Dacă (a„) și (bn) sînt două șiruri convergente și dacă a„ b„ pentru orice n, atunci: lim a, lim b„ n—x n — x Pentru demonstrație se aplică teorema precedentă șirului (b„ — an): b„ — a , > 0, deci lim (i, — a„) > 0; dar lim (bn — a„) = lim b„ — lim a„ și, n-*3O n~*x И-*Х n-*OC prin urmare, lim b„ > lim a„ П—X n-»x Consecința 2 Dacă (a„) este un șir convergent, și dacă a a„ P pentru orice n, atunci: a lim a„ P n—00 Se folosește consecința 1, aplicată mai întîi șirului constant (a) și șirului (a„), iar apoi șirului (a„) și șirului constant (P) Exemplu: S-a arătat (§2, nr 6) că 2 0 pentru orice n, atunci șirul este de asemenea descrescător Să se arate că următoarele șiruri sînt monotone și mărginite: 3 a„ = —— (a număr real oarecare; p > 0) n + i Să se arate, aplicînd teorema de la pagina 29, că șirul: 5 1, —, 2n are limita 2; 3 A n +1 iar șirul 6 —, 2î £ + 1 2₽ + 1 ’ an (a număr real oarecare; p > 0) are limita — Să se stabilească dacă următoarele afirmativ, să se determine limita ■ ЛЗГ 7 a„ = sin пте; a„ = sin —; 2 șiruri sînt convergente și, în caz lor mr (4n 4- 1)тг a„ = sin — ; a„ = sm 4 Pn + 1 2 8 a„ — cos nit; a„ = cos — , П7І (2n + 1)тг a„ — cos —•; a„ = cos 4 2 a„ — cos 2 nre; a„ = cos (2n 4- 1) те Să se arate că următoarele șiruri au limita 0: 10 a„ = -— (a > 0, в 9 a, i 1 + 2" 11 a, 13 5n 4- 7 a A an = cos 1 n 12 a„ = sin — (a număr rea] oarecare) n (a număr real oarecare) 14 i + ioan 10a» 15 a, 2’* 2» EXERCIȚII 49 Aplicînd teorema de convergență a șirurilor monotone să se arate că următoarele șiruri sînt convergente : este 16 te de 17 , у 2 + И2, у 2 + у 2 + V 2, , adică, аг = У2, a„ = У2 + a„ 1, pentru n >■ 2 — У 0), a„ = Va + a„„,, pentru n 2 (generalizarea șirului de la exercițiul 16) 0) are in caz 18 19 Să 20 22 24 26 28 30 32 2 (X / 4 » oc a, = - (a > 1), a„ = - se determine limita următoarelor șiruri : a„ = - + (0,05)" - 3 2" 21 an = cos — —3 n a a, a, a , 23 1 W" 9 a cos2 — (a, ₽ e (0,1)) 23» 1 ' ’ r ' ’ ' a" 4- •»”' 5na + 3n — 1 (n + 1)» ‘ f 1 — n) (3 — n) (2n — 5) n‘ — 2n3 4- n2 4- 1 25 29 31 33 a a a a, a, an 2"(n + 1) ’ (0,7)” — 3 — 2 -j- (0,01)" a" — a - 3 (4 — n) (n + 2) (3/1 4) (4 -f" 1 4 2 •!• 4* л /1 n 4- 2 2 CAPITOLUL IV PUTERI ȘI LOGARITMI § 1 LIMITE DE PUTERI RAȚIONALE S-a văzut în capitolul precedent (§ 3, nr 2 și nr 3) că dacă (a„) este un șir convergent și dacă a„=f=D pentru orice n și lim a„ 5^ 0, atunci, oricare ar fi numărul întreg k (pozitiv sau negativ), șirul (o£) este convergent și lim a* = (lim a„)" П~>СО П— 00 Dacă însă k este strict pozitiv, k > O, egalitatea are loc chiar dacă termenii a„ și limita lim an sînt egali cu 0 ■n-fcCio Proprietatea de mai sus se enunță simplificat astfel : Limita unei puteri (întregi) este egală cu puterea limitei Să cercetăm acum dacă această proprietate rămîne adevărată și în cazul cînd exponentul nu mai este întreg, ci rațional oarecare Reamintim că, pentru ca puterile • O pentru exponent r strict pozitiv, și cu a > O pentru exponent r strict negativ sau 0 Vom considera mai întîi cazul în care exponentul r este de forma — к unde li este număr natural Teoremă Dacă șirul (a„) este convergent și dacă an > 0 pentru orice n, atunci șirul (/a„) este convergent și lim = У1ІГП a„ n->00 n-țrOO § I LIMITE DE PUTERI RAȚIONALE sau i ț lim a* ~ (lim a„)4 ' 71—*00 ft-*OO Să notăm lim a„ = a 0 (v cap II1, § 3, nr 4) Vom arăta că șirul (Уа„) tinde către j/я Să considerăm mai intîi cazul я > 0, deci ț/я > 0 Să presupunem căț/я nu arii limita șirului (ț/on) și să arătăm că ajungem la o contradicție Intr-adevăr, dacă ț/я nu este limita șirului (ț/«B) se poate găsi cel puțin o vecinătate (a, P) a lui ț/я cua> 0, astfel Incit in afara ei să se afle o infinitate de termeni Уя„ (fig 24); pentru acești termeni avem fie > este un oricare rgent și Fig 24 menii a„ \'an -CD | I л / [п-*№ 1 /1 / J Consecința 1 Dacă (a„) este un șir convergent de numere pozitive ți dacă — > 0, atunci șirul I a„ — I este convergent și я \ я) p £ lim a„4 = (lim a„)4 П->00 П-+ОО P Intr-adevăr, a„ 4 — fa* deci : p p lim a„4 = 1ітУа£=У1ітa£ == У(Ііт «„)''= (lim a„)’» n->Q0 П-*оо n-*O0 n->oo n-* Dacă — este negativ, pentru ca puterile cu exponentul - să aibă sens, tre-я я buie să presupunem că baza este strict pozitivă Deci: Consecința 2 Dacă («„) este un șir convergent de numere strict pozitive și dacă lim as > 0, atunci, oricare ar fi numărul rațional — (pozitiv п-мх egalitatea aceasta capătă aceeași formă ca și pentru я puteri întregi: lim a'n = (lim a„)' Rezultatele obținute le putem enunța acum într-o formă simplificată: Limita unei puteri (raționale) este egală cu puterea limitei § 2 PUTERI IRAȚIONALE 53 § 2 PUTERI IRAȚIONALE p~ P S- Fie a > 0 Se știe ce înseamnă puterea cu exponent rațional^-; a* este soluția pozitivă — unică — a ecuației: — ap Ce înseamnă 2 și, în general, aa cu exponentul a irațional? Să considerăm numărul /2 ca fracție zecimală, cu o infinitate de zecimale : țz2 = 1,41'4 Dacă păstrăm una, două, , n zecimale, obținem un șir de numere raționale, convergent către 1’2 : 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; Acestea fiind numere raționale, știm ce înseamnă puterile lui « cu acești exponenți: a1*4, a1-41, a1-414, a1-4142, Am obținut astfel un șir de puteri raționale ale lui a Se poate arăta eă acest șir este convergent Limita acestui șir se notează și se spune că este puterea lui a cu exponentul |z2 în cazul general, dacă a este un număr irațional, el se poate scrie sub formă de fracție zecimală : a — a o, aja2 a„ Să notăm fj = a0, сц; г2 = a0, aia2» гз — ao, аіа2аз! ••• r„ = a0, aja2 a„; Am obținut un șir de numere raționale : ^*2» •••» care este convergent către a Considerăm apoi șirul puterilor lui а : a'1, a'*, a'n, Se poate arăta că acest șir este convergent, dar demonstrația depășește cadrul manualului Limita sa se notează aa și se spune că este puterea lui a cu exponentul а: a’ = lim a’n 54 CAPITOLUL IV PUTERI Șl LOGARITMI Dacă ținem seama ca a = lim r„, această egalitate se scrie : П— 0Ф lim’'» 71—* 05 a — lim aT” n-* w Observație Ca și pentru puteri raționale, baza unei puteri reale oarecare trebuie să fie strict pozitivă Dacă exponentul a este strict pozitiv, baza poate fi și zero : 0“ = 0 Se arată că regulile de calcul pentru puterile cu exponent real (rațional sau irațional) sînt aceleași ca și pentru puterile cu exponent rațional Se pot demonstra de asemenea următoarele proprietăți (bazele puterilor fiind presupuse strict pozitive): lima» 1) Dacă lim a„ = a, atunci lim аЛп = a — ал n-»O0 71—СО Limita poate trece de la exponent la putere Exemplu : lim en = e° = 1 П-> со 2) Dacă lim a„ = a, atunci lim o£ = (lim a„)" = a“ П— oc П— OC n — CC Limita poate trece de la baza puterii la putere Exemplu : lim n-oo liman 3) Dacă lim an = a și lim a„ = a, atunci lim ain = (lim a„)n’" = a“ П-ГС» П-*« 71—00 71—00 § 3 LOGARITMI Să studiem acum ecuația a* = b și să stabilim în ce condiții are o singură soluție (pozitivă sau negativă) în primul rînd, pentru ca ax să aibă sens, trebuie ca a O O și — deoarece, în acest caz, a* O —trebuie de asemenea să avem b O 0 $ 3 LOGARITMI 55 1) Dacă a = 0 și b =/= 0, ecuația nu are nici o soluție, deoarece, oricare ar fi z > 0, avem 0A = 0 b 2) Dacă a = 0 și b = 0, ecuația are ca soluție orice număr x > 0 3) Dacă a = 1 și b =f= 1, ecuația nu are nici o soluție, deoarece, oricare ar fi x, avem Iх = 1 =f= b 4) Dacă a = 1 și b = 1, ecuația are ca soluție orice număr x Rămîne deci de studiat cazul cînd a este strict pozitiv și diferit de 1 și b > 0 Se poate arăta că, In acest caz, ecuația ax = b are o singură soluție, care poate fi număr negativ sau pozitiv (în particular 0) Soluția ecuației ax = b se notează log, b și se numește „logaritmul în baza a al lui bu Așadar : x = loga b este echivalent cu ax = b sau a10*? = b Numărul a se numește baza logaritmului Trebuie observat că : — baza unui logaritm este un număr strict pozitiv și diferit de 1; — numai numerele b > 0 au logaritmi Din definiția logaritmilor se deduc proprietățile lor: 1) log,a = 1; 2) log,l =0; 3) log,^ = 6 și e10^6 = b; 4) log, (b • c) = log, b + log, c; 5) log, - = log,Z> — log,c; c 6) log,&“ = a log,Z» (oricare ar fi a real); 7) dacă a > 0, b > 0 și a =f= 1, b =f= i, atunci log c = log, b ■ 10giC $0% C : '^9 (fcrmula de schimbare a bazei logaritmilor) într-adevăr, să notăm log,Z> = x, deci ax = b, și log^c == y, deci by = c Atunci, axy = by = c, deci log,c = xy = log,Z> • log^c în particular, luînd c = a, avem log,c = 1, deci : ■X, log,6 • log^a = 1 Logaritmii în baza e se numesc logaritmi naturali sau logaritmi neperieni (de la numele matematicianului Neper) în loc de loge6 se scrie In b Logaritmii în baza 10 se numesc logaritmii zecimali în loc de log10ft se scrie Ig b CAPITOLUL V SIMBOLURILE + oo ȘI — oo § 1 SIMBOLUL 4- oo Reamintim că șirurile convergente au fost definite prin proprietatea că in afara unor anumite intervale (vecinătățile limitei) se află cel mult un număr finit de termeni ai șiruluf Să considerăm acum șirul numerelor naturale 1, 2, 3,n, Acest șir este divergent (fiind nemărginit), dar are o proprietate asemănătoare cu aceea a șirurilor convergente, și anume : în afara unor anumite intervale se află cel mult un număr finit de termeni ai acestui șir Mai precis : în afara fiecărei semidrepte (a, 4- °°) se află cel mult un număr finit de termeni ai șirului numerelor naturale într-adevăr oricare ar fi a, există un număr natural N > a, deci pentru orice număr natural n'^> N, avem de asemenea n > a, adică n G (a, 4~ în afara semidreptei (a, 4- ȘÎ anume la stingă ei, se află cel mult termenii 1, 2, 3, , N — 1, în număr finit (fig 26) ă/-/ Л/ л»/ n Datorită acestei analogii s-a '‘ 1 1 Г “ convenit să se spună că șirul (n) al numerelor naturale are limită, Fi8- 26 iar acestei limite i s-a atribuit un simbol, 4- oo (plus infinit) și se scrie zi -> 4* Se va arăta mai jos că se pot efectua cu 4- °°> ca Ș* cu numerele, anumite operații; de aceea 4-°° este numit număr infinit, spre deosebire de numerele propriu-zise, care sînt numite numere finite sau pur și simplu numere S-a convenit ca semidreptele (a, 4- oo) să fie numite vecinătăți ale lui -ț- o°-Cu această denumire, proprietatea șirului numerelor naturale pusă în evidență mai sus se enunță astfel: 5S CAPITOLUL V SIMBOLURILE + » SI — os în afara fiecărei vecinătăți a lui 4- oo se află cel mult un număr finit de termeni ai șirului (n) In cazul altor șiruri, proprietatea aceasta s-a adoptat ca definiție : Definiție Se spune că un șir («,,) are limita 4- oo, dacă în afara fiecărei vecinătăți a iui 4- oo se află cel mult un număr finit de termeni ai șirului 4 Se scrie : lim a„ = + oo sau a„ —► 4~ oo П—СЮ Aceasta înseamnă că, oricît de mare ar fi numărul A > 0, el este întrecut de toți termenii șirului, cu excepția unui număr finit dintre ei Pentru a distinge șirurile care au limita finită de cele care au limita + oo, vom numi în continuare șiruri convergente numai șirurile care au limita finită Dispunem și pentru șirurile cu limita -ț- oo de un criteriu asemănător criteriului de la șiruri convergente Criteriu Dacă a„ bn pentru orice n și lim b„ = 4- oo, atunci n->00 lim a„ = -ț- 00 • De asemenea, șirurile monotone au o proprietate analogă aceleia a șirurilor convergente : Orice șir crescător și nemărginit are limita 4- oo S-a adoptat convenția: a : 1) lim n2 = eo, deoarece n®> n (v criteriul) n->co 2) Hm ț'T = oo (fc natural), deoarece șirul 'l’T, \r2, ț'n, este crescător și nemărginit П-+00 3) Dacă a> 1, lim a" — oo, deoarece șirul a, as, a3, , a”, este crescător și nemărginit n->® (v Jl, nr 3) In particular, lim 10” = oo Hm 2” = co ft->oc П-+0С э întrecut care au ii șirurile emănător o, atunci ia a șiru- ri că ter-i 4- oo a da o for- Arginile, termenii O, toți termenii șirului, cu excepția unui număr finit dintre ei, sînt mai mici decît — A Ținînd seama de definiția 1 a limitei unui șir convergent (v cap III, § 2, nr 2) și de definițiile de la § 1 și § 2 din acest capitol, se constată că formularea definiției limitei unui șir este aceeași, fie că limita este finită, fie că este infinită 60 CAPITOLUL V SIMBOLURILE + ® $T - =o — oo 00 lim a„ — — о 00 Л ’QO Л -» QC § 3 OPERAȚII cu + ce ȘI — oo 61 o atunci S-a arătat (v cap III, § 3) că, pentru două șiruri convergente, limita sumei este egală cu suma limitelor Pentru a putea afirma și în cazul proprietății de mai sus că limita sumei (oo) este egală cu suma limitelor {a 4- oo), s-a adoptat convenția : a oo — oo nr 5, ее nărginite, termenii etatea de «nvenția; (oricare ar fi numărul real a) Se pot demonstra de asemenea următoarele proprietăți: 2) Dacă lim a„ — oo și lim b„ = oo, atunci lim (a„ 4- b„) = oo S-zCO n->Q0 Л->00 3) Dacă lim an = a (a finit) și lim b„ = — oo, atunci lim ța„ 4- b„) = — oo ц-*оо 4) Dacă lim a„ = — oo și lim = — oo, atunci lim (a„ 4- b„) — — oo Pentru a putea afirma și în aceste cazuri că limita sumei este egală cu suma limitelor, s-au adoptat convențiile : a 4- (— oo) = — oo — oo 4- (— oo) = — oo In loc de a 4- (— oo) se scrie a — oo; iar in loc de — oo 4- (— 00) se scrie — 00 — 00 Observație Nu se atribuie nici un sens operației oo 4- (— 00) (sau 00 — oo), deoarece, dacă lim a„ = 4- 00 și lim = — 00, despre șirul (a„ 4- b„) nu se poate afirma nimic : în unele cazuri {a„ 4- b„) este convergent, în alte cazuri are limita 4- 00 sau — 00 și în alte cazuri nu are limită Exemplu: («„) ; 2, 2, 4, 4 2n, 2n, , lim a„ = -f- oo, (b„): — 1, — 2, — 3, — 4, — 2n + 1, — 2n lim &„= — «, ^4 00 (a„ -p b„): 1, 0, 1, 0, , 1, 0, ; nu are limită Ținînd seama de teorema asupra sumei a două șiruri convergente (cap III, § 3) și de propr 1) — 4) de mai sus, se poate da următoarea formulare unitară : * Umila oo 1 Dacă șirurile (a„) și (£>„) au limită (finită sau infinită) și dacă suma limitelor are sens, atunci șirul (arf 4- bn) are limită și limita sumei este egală cu suma limitelor Cazul exceptat: lim a„ 4- și li™ bn — •— oo 4 CAPITOLUL V SIMBOLURILE + » ȘI — со 62 2 Produsul Urmînd aceeași cale ca la nr 1, pentru a putea afirma că limita produsului este egală cu produsul limitelor și în cazurile cînd unul sau ambele șiruri au limită infinită, s-au adoptat următoarele convenții: Observație Operațiilor 0 • oo și 0 (— oo) nu li se atribuie nici un sens, deoarece, dacă lim a„ — 0 și lim b„ = -f- oo (sau lim b„ = — oo), despre n n — СО я —со șirul (anb„) nu se poate afirma nimic: în unele cazuri poate fi convergent, în alte cazuri poale avea limita -ț- oo sau —oo, iar în alte cazuri poate să nu aibă limită Exemplu 1 - - , 3 1 1 4 ’ ’ 2л—1 ’ lîm a„ = ti 2n иѴас țbn): 2, 6, 4, , 4n — 2, 2n, , lim /?„ = 4-00 n~ (a„b„) : 1, 2, 1, , 2, 1, ; nu are limită Ca și la nr 1, se poate da următoarea formulare unitară: Dacă șirurile (a„) și (b„) au limită (finită sau infinită) și dacă produsul limitelor are sens, atunci șirul (a„ b„) are limită și limita produsului este egală cu produsul limitelor Cazuri exceptate : lim an = 0 și lim b„ — 00; lim a„ = 0 și lim b„ = —00 n^CX n -'CC n-^QO Fiecare din aceste cazuri se desemnează prin 0 • 00 § 3 OPERAȚII CU + 0= >Д — « 63 3 Citul ta produ-u ambele Ca și la nr І și nr 2, pentru a putea afirma că limita citului este egală cu citul limitelor și în cazul cînd limita numitorului este infinită, s-au adoptat următoarele convenții : “ =0 si -2- = 0 — 00 oricare ar fi numărul rea] a 30 un sens, ! despre nvergent, poate să Observație în căzu] cînd ambele limite sînt infinite, despre șirul cît ( — I nu se poate afirma nimic în unele cazuri, șirul I —) poate fi convergent, în alte cazuri poate avea limita + oo sau — oo și, în alte cazuri, poate să nu aibă limită De aceea se spune că operațiile —— -j-00 — OO —00 -f-00 nu au sens Exemple: (a,,) : 2, 2, 6, 4, , 4n — 2, 2n, an + oo, (l>„) : 1, 2, 3, 4, 2n — 1, 2n, *„->-+ oo, [—| : 2, 1, 2, 1, 2, 1, nu are limită IM Reamintim că altă operație fără sens este împărțirea cu O și că, în cazul cînd limita de la numitor este O, șirul cît poate să nu aibă Urnită (v cap III, § 3) Ca și la nr 1 și nr 2, se poate da acum următoarea formulare unitară : dusul tsiilui Dacă șirurile ( - sau, pe scurt, cazul — 4-00 —oo -Г00 —00 00 64 CAPITOLUL V SIMBOLURILE + ® Șl — ® în ceea ce privește operația fără sens se pot face unele precizări : 1) Dacă a„ > 0 și lim a„ — 0, atunci lim — = oo W-*SO Я —00 2) Dacă a„ CO 4 Puteri în capitolul IV s-a afirmat că se poate demonstra că dacă a„ ->a (a„ > O a > 0) și b, atunci: Dacă, în plus, b > O, atunci și în cazul a — O avem: a*" -> ab = O1, = 0 Dacă, insă, a = O și b = O, despre șirul (ab‘‘ ) nu se poate afirma nimic, după cum se va arăta mai jos prin exemple Operația 0° nu are sens Pentru ca regula de mai sus să rămînă adevărată și în cazul cînd una sau ambele limite sînt infinite, s-au adoptat convențiile: Dacă Dacă Dacă Dacă Nu se acordă nici un sens operațiilor l00, 0° și oo°, deoarece, în aceste cazuri, despre șirul ( CC Cazul 0°: a„ = b„ = (— 1)" — , aK — e(-1)”+t, adică 1 1 e, — , e, — , e e Avem lim a„ — = 0, lim b„ = 0, dar șirul (t? ■) nu are limită M~>QO H~o>OO Cazul co° : aB = e«, 6„ = (— 1)" — , o4 «= e( -1)” , adică — , e, — , e, e e Avem lim an = e oo = oo, lim bn = 0, dar șirul (a*«) nu are limită «->00 »">CO Ca și la nr 1, nr 2 și nr 3, se poate da acum următoarea formulare unitară: Dacă abn« are sens pentru orice n dacă, a, —> ași b„ b (a și b finite sau infinite) și dacă aL are sens, atunci șirul al\n are limita ah Cazuri exceptate: lim a„ = 1 și lim bn — oo n— ОС' w-*ao lim a„ — 0 și lim b„ = 0 И->СО «T>00 lim a„ — oo și lim bn — 0 »->« n-»oo (cazul Iя), (cazul 0°), (cazul oo°) Tabloul operațiilor fără sens (recapitulare) pentru adunare: oo — oo pentru înmulțire: 0 • oo și 0 • (— oo) pentru împărțire: — [în particular — 1, — > —z-, 2122 oi o f oo — oo —oo pentru puteri: Iя, 0°, oo° 5-968 66 CAPITOLUL V SIMBOLURILE + ® ȘI EXERCIȚII Să se determine limita următoarelor șiruri: 1 an = 2n3 — n2 4- 1 2 a„ 3 a„ = — 5n9 + n2 — 3n 4 a„ 7 a„ = 72n2 + 5 8 a„ = 9 a„ = /n2 4-1 — n 10 a„ = 11 an = Уби2 + 1 — n 12 a„ = »•—n+1 « - 13 an — a 3 (a >1 1) 14 an = 15 15 an = e ”*’1 16 an = 1 + 3n — n7 5n« —2 n2 + n 4- 1 (2 — 3n) (n + 7) (1 — n») nl + 25 — Уп» 4- 2 n (f/t2 4-1 — n) : и 4" 1 — У2л2 4~ 3 я»-» (0 f(x), x e E, ceea ce ar complica scrierea § 1 NOȚIUNI INTRODUCTIVE 71 4 Funcții reale de o variabilă reala în restul manualului vor fi considerate numai funcții cu valori numere reale (deci mulțimea F în care funcțiile iau valori este R) și definite pe mulțimi de numere reale Mulțimea de definiție trebuie specificată de fiecare dată Astfel de funcții se numesc funcții reale de o variabilă reală Aceste funcții sînt definite numai pentru numere finite și au totdeauna valori finite Dat fiind că toate funcțiile care vor fi intîlnite mai departe sînt funcții reale de variabilă reală, ele vor fi numite, mai simplu, funcții (fără altă specificație) 5 Graficul unei funcții Fie f o funcție definită pe o mulțime de numere E Fiecărui număr x G E îi corespunde imaginea sa f (xj prin funcția f Putem forma perechi de numere de forma (ж, f{x)), unde primul număr, ж, este din E, iar al doilea număr, f(x), este valoarea funcției f în x O asemenea pereche de numere reprezintă un punct în plan Toate punctele din plan de forma (ж, f(x)) cu ж G E formează o mulțime de puncte care se numește graficul funcției f (sau curba reprezentativă a funcției f) Este foarte util ca, ori de cîte ori este posibil, să trasăm graficul unei funcții, deoarece pe acest grafic se pot citi ușor unele proprietăți ale funcției Exemple: 1) Fie funcția f(x) = xs definită pentru r e [—1, 1] Să găsim clteva puncte ale graficului corespunzătoare unor valori ale lui x : -1-І 4 І0Ш1 4 4 2 4 /•(x) І0І1Я 16 16 4 16 Am obținut astfel următoarele puncte ale graficului lui f: (1 1), x 2 A pe care le-am reprezentat în figura 30 Unind aceste puncte printr-o linie curbă obținem cu aproximație graficul funcției f Dacă dorim să trasăm graficul cu precizie mai mare, trebuie 72 CAPITOLUL VI FUNCȚII să mai găsim și alte puncte (x, f (x)) ale sale, dînd lui x mai multe valori Spunem că am construit graficul funcției f prin puncte 2) Fie funcția g (x) = x2 definită pentru x e Să construim graficul acestei funcții prin puncte Pentru aceasta, formăm următorul tabel: Fig 30 Fig 31 Am obținut astfel următoarele puncte ale graficului lui g: (0, 0),fl, 1] , (1, 1), (2, 4), l 2 4І ț 2 4 J pe care le-am reprezentat in figura 31 Unind aceste puncte, se obține cu aproximație graficul funcției g Observații 1° Ținînd seamă de modul în care a fost definită mai înainte egalitatea a două funcții, rezultă că două funcții sînt egale, dacă, și numai dacă, au același grafic în exemplele 1) și 2) de mai sus, funcțiile f și g sînt diferite, pentru că au domenii de definiție diferite, ceea ce se vede ușor pe graficele celor două funcții 2° Fie f o funcție definită pe o mulțime de numere E Graficul său este format din acele puncte (x, y) din plan pentru care ordonata у este valoarea funcției f în x G E, deci care verifică ecuația : y = /’(a;), x G E Această ecuație se numește ecuația graficului funcției f § 1 NOȚIUNI INTRODUCTIVE 73 Exemple : 1) у = x2, — 1 J De exemplu, R | — j = — , Rp j j = a Evident, pentru x In afara domeniului de definiție (x a 4- b), nu mai are sens să vorbim de raza secțiunii plane; funcția R (x) nu este definită pentru aceste valori, 2) — x pentru x 0, x e (0, 4- oo) Această funcție se poate scrie sub forma : f (x) = | x I, pentru x e R 3) f(x) = f (x) = У x2, pentru x e R x3 + 2 pentru — 3 5, f (x) nu mai are 4 5 sens 4) f(x) = ex , pentru x e (— 1, 0) 5, pentru x e Această funcție este definită pe mulțimea De exemplu, (- 1, 0) U (0, 1) и = (- 1, 1) U |5, 7] /■(0) = 5; f(6) = e” sau : Observație Domeniul de definiție al unei funcții nu este totdeauna un interval în ultimul exemplu, domeniul de definiție este format din reuniunea a două intervale disjuncte : (— 1, 1) U 15 7] § 1 NOȚIUNI introductive 75 c) Un exemplu deosebit de cele precedente îl constituie așa-numita funcție a lui Dirichlet: f (*) = | 1, dacă x este rațional, 0, dacă x este irațional Această funcție este definită pe toată dreapta Să observăm că nu putem trasa graficul acestei funcții, dar, fiind dată o valoare a lui x, putem găsi punctul corespunzător (x, f(x)) al graficului De exemplu, pentru x = У 2 obținem punctul (У 2, o); pentru x = — obținem punctul^—, ij (fig 33) d) Un tabel cu două linii în care sînt trecute numere unul sub altul definește o funcție, dacă toate numerele din prima linie sînt diferite între ele Domeniul de definiție al unei astfel de funcții este mulțimea numerelor din prima linie Exemple: 1) Un tractorist ară peste plan, în fiecare din cele șase zile ale unei anumite săptămîni, un număr de hectare, indicat în tabelul următor: X ziua 1 2 3 4 5 6 nr hecl peste plan • 2 3 2,5 3 3,5 3 Graficul acestei funcții este format numai din șase puncte izolate din pian (fig 34), 2) Printr-o rezistență variabilă trece un curent de tensiune constantă, V = 120 de voi ți La diferite valori ale rezistenței corespund diferite valori ale intensității curentului, indicate în tabelul următor : R (In ohmi) I 10 20 60 1 (în amperi) | 12 6 2 76 CAPITOLUL VI FUNCȚII Graficul acestei corespondențe, I = f (Ii), este format din trei puncte din plan (fig 35) Se constată că, pentru valorile lui 71 și I din tabe), avem Bl — 120 = V Se știe că această egalitate este adevărată și pentru alte valori ale lui 7? și 7 (legea lui Ohm) De altfel, procedeul de mai sus este utilizat In mod curent în fizică : pentru determinarea unei funcții se dau variabilei independente cîteva valori particulare, se obțin valorile corespunzătoare ale funcției, se alcătuiește un tabel și se extinde corespondența astfel obținută și pentru alte valori ale argumentului e) Orice șir a1( a2, , a„, este o funcție definită pe mulțimea N a numerelor naturale Putem reprezenta șirul (a„) intr-un tabel infinit : 1, 2, 3, n, f(*) °3’ a„, Graficul unui șir este mulțimea infinită a punctelor izolate din plan de forma (n, a„) Exemple : 1) Șirul 1, 2, 3, , n, are graficul format din punctele (1, 1), (2, 2), (n, n), (fig 36), 2) Șirul 1, 2, 1, 2, , 1, 2, are graficul format din punctele (1, 1), (2,2), (3,1), (4,2), , (2n — 1,1), (2n, 2) (fig 37) 3) Un șir constant a, a, , a, are punctele graficului său așezate pe o paralelă la axa Ox (fig 38) Fig 37 Fig 38 § 2 FUNCȚII ELEMENTARE 77 f) O curbă C din plan (fig 39) care are proprietatea că orice paralelă la axa Oy o întîlnește in cel mult un punct definește o funcție f Graficul funcției f este chiar curba C Domeniul de definiție D al funcției f este proiecția pe axa Ox a curbei C Modul în care se face să corespundă unui punct x din D valoarea f (x) a funcției f este simplu : se ridică perpendiculara în x pe axa Ox Aceasta întîlnește curba C într-un singur punct, M Paralela prin M la axa Ox intîl-nește axa Oy în punctul f (x) Observafie S-a impus curbei C condiția de a fi întilnită de o paralelă la Oy în cel mult un punct, deoarece, conform definiției unei funcții, unui punct x de pe axa absciselor trebuie să-i corespundă un singur punct f ( r) de pe axa ordonatelor O curbă plană care este întilnită de unele paralele la axa Oy în două sau mai multe puncte nu definește o funcție De exemplu, curba din figura 40 nu definește o funcție, deoarece lui r0 li corespund două puncte y1 și Ui pe axa Oy, § 2 FUNCȚII ELEMENTARE în analiza matematică sînt numite funcții elementare următoarele clase de funcții: polinoamele, funcțiile raționale, funcția putere, funcția exponențială, funcția logaritmică, funcțiile circulare directe și funcțiile circulare inverse Să considerăm pe rînd aceste clase de funcții, pentru a le preciza 1 Polinoame Polinoamele sînt funcții de forma: P (x) = a„af + a^iX" '1 + + atx + a0, unde an, a]f , a„ sînt numere reale și se numesc coeficienți ai polinomului; a0 se numește termenul liber Dacă an 0, polinomul este de gradul n 78 CAPITOLUL VI FUNCȚII Deoarece exponenții de la puterile lui x sînt numere naturale, x poate fi orice număr real Așadar, se poate lua ca domeniu de definiție al unui po-linom orice mulțime de numere, în particular toată dreapta Să dăm cîteva exemple de polinoame : a Funcția constantă, f țx) ~ a, care are aceeași valoare in fiecare punct x din domeniul său de definiție, este un caz particular de polinom — poli-nomul de gradul 0 Dacă funcția constantă este definită pe ll, graficul său este o dreaptă paralelă cu axa Ox (fig 41); dacă a = 0, funcția f (r) = 0 are ca grafic axa Ox b Polinomul de gradul întîi, f (x) = ax + b, poate fi definit pe toată dreapta și, în acest caz, are ca grafic o linie dreaptă (fig 42); din acest motiv, polinoame!e de gradul întîi se mai numesc funcții liniare Dacă a = 1 și b = 0, se obține funcția identică f (x) = x, al cărei grafic este prima bisectoare (fig 43) Valoarea acestei funcții într-un punct x este tot x Observație Trebuie făcută distincție între variabila independentă x și funcția identică f (ж) = x Dacă a — — 1 și b = 0, se obține funcția f (x) = — x, al cărei grafic este bisectoarea a doua (fig 44) Fir 43 Fig 4 4 § 2 FUNCȚII ELEMENTARE 79 c Funcția f (x) = x2 este un polinom cu toți coeficienții nuli, în afară de a2 = 1 Graficul funcției f țx) = x2 definită pe R este dat in figura 45 * Se observă că valorile f (x) ale acestei func- ții sînt pozitive, oricare ar fi x (pozitiv sau negativ) Fig 45 Fig 46 d Funcția f (x) = x3 este un polinom de grad impar, cu toți coeficienții nuli, în afară de a3 = 1 Graficul funcției f (x) = x3 definită pe R este dat in figura 46 Se observă că, dacă x > 0, atunci f (x) > 0 și dacă x mzm + - + b1X + b0 ‘ Dacă x0 este un punct în care se anulează numitorul, Q (x0) = 0, nu putem efectua împărțirea ——-, deoarece împărțirea cu 0 nu are sens, și Q (®o) 4 * Graficul acestei funcții, ca și graficele funcțiilor din exemplele următoare, se poate construi ușor prin puncte Construirea graficelor va fi studiată sistematic și amănunțit intr-un capitol ulterior CAPITOLUL VI FUNCȚII FO deci, funcția f nu este definită în x0 Funcția, rațională f poale fi deci definită pe orice mulțime care nu conține punctele în care se anulează numitorul Q In particular, domeniul de definiție al funcției raționale poate fi mulțimea obținută scoțînd de pe dreaptă punctele în care se anulează numitorul (domeniul maxim pe care poate fi definită) У Dacă numitorul Q este de grad 0, l funcția rațională este un polinom Printre \ funcțiile raționale, polinoame! e au proprie- \ tați asemănătoare cu cele pe care Ie au x numerele întregi printre numerele raționale; — ~de aceea, polinoamele se numesc funcții raționale întregi \ Exemple: 1 1) f (x) = — Se poate lua ca domeniu de x Fig 47 definiție R— {0} și atunci funcția are ca gratie o- hiperbolă (fig 47) xE 4- 2 2) f (x) == ■—•— Această funcție uu poate fi definită în punctele —1 și 1, în care xE— 1 se anulează numitorul, deci domeniul ei de definiție poate fi cel mult R— {—1, 1) д*3 , J 3) f (x) = - Numitorul acestei funcții nu are nici o rădăcină reală, deci dome- xE + 1 niul de definiție al acestei funcții poate fi orice mulțime de numere reale 3 Funcția putere Funcția putere este de forma f (x) = xa, unde a este un număr real oarecare (rațional sau irațional) Dacă a = 0, se obține funcția constantă f(a;) = 1; dacă a este număr natural, se obține polinomul particular fțx) = x”; dacă a este număr întreg negativ, a — — n, se obține funcția rațională fțx) — — • Dacă a nu este număr întreg, pentru ca puterea xa să aibă sens, trebuie ca x > 0; în acest caz, funcția are numai valori strict pozitive, deoarece xa > 0, dacă x > 0 Vor fi întâlnite mai frecvent funcții putere cu exponent rațional, de exemplu f țx) = cu n și m numere întregi și n> 0 § 2 FUNCȚII ELEMENTARE 81 definită arul Q ulțimea ui (do- •finită) rad 0, Printre jroprie-le au ționale; funcții ieniu de grafic o ta care 1- всі do ine- gal oare- ; număr ir întreg trebuie deoarece ie exem- 4 Funcția exponențială Funcția exponențială este de formă f (x) = ax, unde a > 0, și a =ț= 1 Dacă a = 0, se obține funcția constantă f (я) = 0, și dacă a — 1, se obține funcția constantă f (x) = 1 Funcția exponențială f(x) = a* poate fi definită pentru orice a:, deci domeniul său de definiție poate fi toată dreapta sau orice parte a dreptei Graficul funcției are o anumită forma pentru a > 1 (fig 48) și o altă formă pentru 0 0, deoarece a > 0 5 Funcția logaritmică Funcția logaritmică este f (x) = log„ x, unde baza a > 0 și a=f= 1 Se știe că logaritmii au sens numai pentru numerele strict pozitive, x > 0 Pentru numerele strict negative și pentru 0, logaritmii nu au sens Domeniul de definiție al funcției poate fi deci cel mult semidreapta (0, + oo) Funcția poate lua și valori pozitive, și negative Graficul funcției are o anumită formă pentru a > l (fig 50) și o altă formă pentru 0 (x) ’ 0 se obține tot funcția fțx), deci pentru adunarea funcțiilor, funcția cpțx) as 0 joacă același rol ca și 0 pentru adunarea numerelor § 3 OPERAȚII CU FUNCȚII 85 De asemenea, prin înmulțirea unei funcții ffx) cu funcția constantă ф(х) = 1 se obține tot funcția f(x), dect pentru înmulțirea funcțiilor, funcfia ф(®) = 1 joacă același rol ca și 1 pentru înmulțirea numerelor b) Dacă f este o funcție definită pe A și a un număr, atunci produsul (ti) = In u(u > 0) și u(x) = — Pi, (x > 0) nu se pot compune, deoarece ln(-K7) nu are sens, Aștdar, notînd eu A mulțimea punctelor x pe care este § 3 OPERAȚII CU FUNCȚII 87 definită funcția и ți cu В mulțimea valorilor uțx) ale acestei funcții tpțu(x)) trebuie ca funcția 9 să fie definită în orice punct u(x) din funcția (u (z (x))) = in и (z (x)) = în sin z (x) = în sin x X + 1 Observații 1° Problema descompunerii unei funcții date în funcții componente nu are 2 soluție unică In exemplul 1 de mai sus putem nota : 9 (u) = sin 3u și u(x) = — x, și atunci : 2 9(u(x)) = sin 3u(x) = sin 3 • — x = sin 2x = f (x) 3 Scopul descompunerii unei funcții în funcții componente este de a reduce studiul acesteia la studiul unor funcții componente cit mai simple 2° Efectuind asupra funcțiilor elementare, de un număr finit de ori, operațiile algebrice, și operația de compunere, se obțin alte funcții, care, prin extensiune, se numesc de asemenea funcții elementare 3° Prin compunerea unei funcții fțu) cu funcția identică u (x) = x, se obține func-țiaf (u (x))=/'(x), adică lot funcția fțu), deoarece modul cum se notează argumentul, cu ti sau x, nu are importanță Așadar, pentru operația de compunere, funcția identică joacă același rol ca și funcția 9 (x) = 0 pentru adunare sau ca funcția ф W — 1 pentru înmulțire CAPITOLUL VI FUNCȚII § 4 FUNCȚII INVERSE 1 Funcții strict monotone Fig 58 strict crescătoare pe [0, oo) Funcția f(x) atunci pentru pentru pentru 4 4Z Fig 59 f (#i) ■ x2, atunci f(xf) > f (x2) Să considerăm funcția f (x) = x2 definită pentru x E [0, oo) (fig 58) Dacă luăm două valori oarecare Xj și x2 ale argumentului, astfel ca xt / (a 2) 3) Funcția /(,rj = sin x este strict crescătoare pe intervalul dar pe in- tervalul 10, 2кі nu este strict crescătoare, deoarece — 0 = sin rr 11 2 2 4) Funcția f (x) = x2 nu este strict crescătoare pe intervalul [— 1, 0] deoarece — 1 0 — HO) Să considerăm acum funcția /‘(ir) =—definită pentru x E (0, oo (fig 60) Daca luăm două valori oarecare x, și ale argumentului astfel ca 0) atunci — > — > *1 X2 adică /‘(ж1) > f(x2) Așadar, inegalitatea dintre valorile funcției este de sens contrar inegalității dintre valorile argumentului (dacă x crește, atunci f (x) descrește) Această proprietate se ex-1 primă spunînd că funcția f (x) = — X este strict descrescătoare pe (0, oo) Definiție Se spune că o funcție f este strict descrescătoare pe o mulțime A dacă, oricare ar fi punctele f {x2) Dacă funcția f este strict descrescătoare pe tot domeniul ei de definiție, va fi numită, mai simplu, funcție strict descrescătoare, fără altă specificație O funcție strict descrescătoare f este caracterizată și prin aceea că, dacă Xj > x2, atunci f (xf) dar pe ta- re 7t tervalul nu este strict descrescătoare, deoarece 0 atunci f(Xj) (x2)) se numesc funcții biunivoce Funcțiile strict monotone sînt deci funcții biunivoce Graficul unei funcții biunivoce este întîlnit de o paralelă la axa Ox cel mult tnlr-un punct § 4 FUNCȚII INVERSE 91 2 Funcții inverse Operațiile algebrice admit operații inverse Astfel, scăderea este operația inversă a adunării, iar împărțirea este operația inversă a înmulțirii Tot astfel pentru operația de compunere a funcțiilor se poate defini o operație inversă, numită în mod obișnuit inversarea funcțiilor Să considerăm cîteva exemple simple : 3) La bornele unei rezistențe electrice BQ se aplică o tensiune variabilă V Intensitatea 7 a curentului electric ce trece prin rezistența electrică este dată de legea lui Ohm / = — Această egalitate ne dă, pentru fiecare valoare a tensiunii V, valoarea corespunzătoare a intensității /, adică stabilește o corespondență între mulțimea A a valorilor tensiunii și mulțimea В a valorilor intensității Funcția prin care se stabilește această corespondență este și este definită pe A cu valori în B Dar legea lui Ohm se poate scrie și astfel : V = R0I Această egalitate permite aflarea valorii tensiunii V, dacă se dă valoarea intensității 7, adică stabilește o corespondență între mulțimea В a valorilor intensității și mulțimea A a valorilor tensiunii Funcția prin care se stabilește această corespondență este ? (/) = Ro1 și este definită pe В cu valori în A Funcțiile f și 9 stabilesc corespondențe reciproce, sau inverse, și anume f stabilește corespondența de la A la B, iar 9 stabilește corespondența de la В la A Funcțiile f și 9 se numesc funcții inverse una alteia : 9 este funcția inversă a lui f, și f este funcția inversă a lui 9 2) Fie funcția fțx) = x2 + 1 definită pentru x e A = [0, 00) Această funcție este strict monotonă și graficul său (fig 62) este o curbă C, care are ecuația у = fțx), adică: у = x2 + 1, (г > 0) 92 CAPITOLUL VI FUNCȚII Se observă că mulțimea valorilor acestei funcții este В = [1, oo) Deoarece f (x) = x2 + 1 este strict monotonă pe A, rezultă că, pentru fiecare y0 E B, (?/o 1), ecuația in x ) У0—Х2-\-1 C J are în A o singură soluție x0, {x0 0), și anume: / ' xo = /Уо — *• / Așadar, rezolvînd în raport cu ecuația x / У = + 1, /■ (у) = \y — 1 Funcția g (x) = ж2 1 definită pe toată dreapta A = В (fig 63) nu mai este strict monotonă pe B Pentru y0 > 1, ecuația în x Уо — + 1 are în A = В nu o singură soluție, ci două soluții: Xi= |#0 —1, x2 = — fy0 —1 ; deci, corespondența reciprocă nu mai este o funcție Considerațiile de mai sus se pot generaliza Fie f o funcție strict monotonă definită pentru x E A și fie В mulțimea valorilor sale (fig 64) Deoarece f este strict monotonă, pentru fiecare punct у E B, ecuația în x У = are în A o singură soluție: * = 0), este inversa funcției f Graficul funcției f (x) este format din puncte dm plan de forma (ж, f (x)), unde abscisele x sînt valori ale argumentului funcției f In cazul funcției inverse 9 (y), graficul său este format din puncte de forma (y, 9 (г/)), în care de asemenea abscisele у sînt valori ale argumentului funcției 9 Să observăm că, dacă y0 — f (x0), deci ж0 = 9 (y0), punctul (x0, y0) se află pe graficul lui f, iar punctul (y0, ®0) se află pe graficul lui 9 Dar cele două puncte din plan (ж0, y0) și (y0, sînt simetrice față de prima bisectoare (fig 65), deoarece prima bisectoare este bisectoare în triunghiul isoscel (și dreaptungbic) ACB Rezultă că graficele a două funcții inverse sînt simetrice față de prima bisectoare 94 CAPITOLUL VI FUNCȚII Pentru uniformitatea notației, argumentul funcției inverse 9 se notează tot cu x Astfel, In exemplul 1) de mai sus, inversa funcției fțx) — x -ț- a este (x) = — x Graficele lor sînt drepte a 1 care trec prin origine și care au pantele a, respectiv — ’ deci sint simetrice față de prima bisectoare în exemplul 3), inversa funcției f (x) = x2 definită pentru x c (—oc, 0] este funcția (x) = — |;x definită pentru x ~[0, oo) Graficele lor sînt simetrice față de prima bisectoare Observație Scriind că x = 9 (y) este o soluție a ecuației у = f (r), se obține : y = f( 0, a=f= 1), se obține x = log, y, deci inversa funcției f(x) = ax definită pe (—oo, oo) -i i cu valori în (0, oo) este funcția f(y) — log„ у sau f (x) — log,, x definită pe —i (0, oo) cu valori în (— oo, oo) Graficul funcției f (x) — log„ x se obține, prin simetrie față de prima bisectoare, din cel al funcției f (x) = ax (fig 6G, a, b) Pe acest grafic se pot citi unele proprietăți ale logaritmilor De exemplu, ]og, 1 = 0; log, a = 1; în cazul cînd a > 1, log„ x 0 dacă x > 1; deoarece pentru a > 1 funcția f (x) — ax este strict — i crescătoare, rezultă că și funcția f(x) = log, x este strict crescătoare etc 3 Funcții circulare inverse Funcțiile circulare nu sînt strict monotone, dacă sînt definite pe domeniul maxim pe care pot fi definite, deci nu admit funcții inverse Totuși, dacă aceste funcții sînt definite pe mulțimi mai restrinse, ele sînt strict monotone, deci se pot inversa a Func ia arcsin Să considerăm funcția f (x) — sin x definită pe intervalul închis — —» —1 Această funcție este strict crescătoare (fig 67) și J —i ia valori în intervalul [— 1,1], deci admite o funcție inversă f, strict crescătoare, 96 CAPITOLUL VL FUNCȚII definită pe [— 1, 1] cu valori în (fig 68) Această funcție -i se notează cu arcsin : f (x) = arcsin x Avem : sin (arcsin x) = x, pentru — 1 x 1; arcsin (sin x) = x, pentru x 2 2 Observație Funcția sin este strict monotonă și pe alte intervale; de exemplu : 3w 2 este strict des- crescătoare, pe Зт: — ’ 2 5т: 2 este strict crescătoare etc Pe fiecare din aceste inter- o funcție inversă Dacă notăm cu Д (x) = sin x funcția definită vale se poate considera clte Г n Зтг 2 numai pe intervalul — > 2 fj are o funcție inversă h, se Înscrie dreptunghiul LMNP (L, P— pe AC\ M— pe АВ), a cărui înălțime NP se notează cu x Să se exprime, în funcție de x, perimetrul și aria acestui dreptunghi : P (x), A (x) în cazul particular b — 4 cm, h = 2 cm, să se construiască prin puncte graficele funcțiilor P și A 3 în intervalul al axei Ox este distribuită o masă de densitate 2, iar în punctele 2 și 3 sînt plasate mase punctuale de cîte un gram Să se determine, ca funcție de x, masa totală din intervalul (—oo, ®], In fiecare din exercițiile următoare să se calculeze valorile cerute în dreptul funcției respective : 4 f(x) = (x-î) Kx»+1; H-l), /•(!), f(l) 5 f(x)=(2x — 1) arcsin (x + 1) — In (x2 + 1); Д— 1), f(0), f • (In (1 + x), pentru 0 x 5 8 Notînd cu f funcția definită de șirul a» = 3n +1 2n — 1 să se calculeze f (1), /(3) și f (794) și să se construiască prin puncte graficul lui f La fiecare din exercițiile următoare să se construiască prin puncte — în raport cu același sistem de axe — graficele funcțiilor respective și să se 4 compare : 9 Л(х) = х2; /2(х) = х« 100 CAPITOLUL VI FUNCȚII 10 A («)“«* î f2(x) = x> u A(®)~^; 12 A(®)=^- 13 А (X) « 2’, ft (x) = 3*; A (x) = Ц j’; A (*) = (|)' • Să se determine funcțiile următoare, ținlnd seama de condițiile specificate în dreptul fiecăreia: 14 f(x)^ax + b-, / (0) = 4,/■(!) = —5 - 15 f(x) = ax* + bx + c-, = 2, f (1) = 3, f(2) = — 1 16 f (x) = а + Ье; f(0) = 15, Д2) = 30, f (4) = 90 Să se stabilească domeniul maxim pe care pot fi definite funcțiile următoare : 17 f(x) = 19 f(x) = 21 f(x) = 1 — x X» + 9’ 5x + 2 x3 — 5x2 + 6x Kx (x3 1) 18 20 22 23 f(*) = 24 25 27 29 f (x) = (x2 — 7x — 18)^2 f(x)-ln^=^ ' X + 7 f(x) = (In x)vr 26 28 30 81 f (x) = tg (x — 3) 32 33 85 87 f{x}^2±^L X — x coe X f(x) = lntg(2x+ 1) — In x* pentru x =f= 0 3 1, f(«) =» Зх3 — 5X2 + 1 f (X) = X 1 f(x) = Vx?-l f(x) = x ?x + 7 f& - v^rx f (x) = (10 — Зх — X2)- / (x)a^iogt(xL±2L f(x) = [Ig (3 + x — x«)J- ѴпЛ Дх)=-^- tg X 34 f (x) = și ф rezultă una din alta prin transformări uzuale, totuși sînt diferite, în sensul precis că domeniile lor de definiție diferă, și anume unul este inclus in celălalt 41 42 , 2x' — 2x Ф ж) = ———; i? — 1 ® (x) = f(xa — i)s; ф (x) = -— x- + x + 1 ф (x) ~ $x2 — î 43 Ф (ж) = ф (x) = Y x J x 44 — 2І țj 11, jl> ?i 2X 3 9 s (x) = — -definită pentru — — arctg w; w (v) = v (и) = и + 1; u (x) = — • Să se descompună în funcții componente elementare următoarele funcțb mpuse: 54 f(x) => (x2 + x+ l)23 55 f(x) = sin (2x + 3) 56 f (x) ■=> arctg (x — 5)* 57 f (x) = ♦ 1 — 1 tg—-• 58 Să funcții: 60 f (x) = In COS У x3 se determine intervalele pe 59 f(x) = In2 arcsec (x + 3)5 care sînt strict monotone următoarele f(x) =■ x4; f (x) = x5; f(x) = x2"; f(x) = x2"+1 (n număr natural oarecare) 61 f(a:)^l; f(x)=l; f(x) = ±; f(x) = -£ (n număr natural oarecare) 62 f(x) = fx; f(x) = Ух; f(x) = -L; f(x) = * к1 ь 63 f(x) - 2’; f (x) = (IV; f(x) = ax (a > 0) 64 f (x) = sin x; /■(x)==cosx; /‘(x) = tgx; f(a:) = ctg z Să se determine intervalele pe care pot fi definite funcțiile de mai jos, astfel Incît să admită inverse pe aceste intervale Să se stabilească de fiecare dată respectiva funcție inversă Dînd lui x valori particulare, să se verifice -i -i in fiecare caz în parte egalitățile: f(f(x)) = x și = z: 65 f(x) = 3x — 7 67 f(x) 0) 66 f(x) = x2 — 1 68 f(x) = — ®» 70 f(x) = In (2x — 3) EXERCIȚII 103 71 f(x) = sin 3x 72 f (x) = ctg 5 74 f(x) — 2 tg (1 + 3x) 73 f(x)~ - сов — 3 2 75 Să ap stabilească în ce caz funcția (numită „funcție omografică“) fW = cx + d poate fi inversată și să se determine respectiva funcție inversă Să se cerceteze apoi funcțiile : 76 Д (x) = S"1 — 3x + 5 78,fsW ^±? CAPITOLUL VII LIMITE DE FUNCȚII în capitolul Ш au fost studiate limitele unor funcții particulare — șirurile Cu ajutorul lor va fi definită în acest capitol noțiunea generală de limită a unei funcții într-un punct, care va fi apoi folosită în capitolele ce urmează pentru definirea noțiunilor de continuitate și derivabilitate Problema care se pune acum se poate formula astfel: Dîndu-se o funcție f definită pe o mulțime A, să se studieze comportarea funcției în jurul unui anumit punct x0, adică să se stabilească ce se Intimplâ cu valorile f (ж) ale funcției atunci cînd se dau argumentului x valori din ce în ce mai apropiate de x0 Oare și valorile funcției se apropie din ce în ce mai mult de un anumit număr l? Comportarea funcției în jurul lui ж0 se referă, prin urmare, la valorile funcției nu în punctul x0, ci în celelalte puncte din apropierea lui xQ, deci problema comportării funcției fîn jurul lui x0 se poate pune chiar dacă f nu este definită în ж0; dar, în acest caz, x0 trebuie ales astfel încit să existe puncte x (= A oricît de apropiate da ж0 § 1 EXEMPLE Să precizăm problema pusă mai sus prin cîteva exemple 1) Fie funcția f (x) — x2 definită pe toată dreapta R (fig 77) Să stu diem comportarea acestei funcții în jurul punctului 2 Pentru aceasta, trebuie să dăm argumentului x valori diferite de 2, dar din ce în ce mai apropiate de 2 și să cercetăm ce se întîmplă cu valorile corespunzătoare f(x) ele funcției Mai precis, trebuie să considerăm un șir (ж„) de puncte diferite de 2 și convergen! către 2 țx„ -*■ 2), și să vedem dacă șirul corespunzător (f țxn)) al valorilor funcției are sau nu limită § I EXEMPLE 105 Să luăm, de exemplu, următorul șir (x„) convergent către 2 : 2 4-1, 2 4 »-» 2 4 2 3 n Pentru valorile funcției se obține șirul (/(x„)) următor: care are limita 4 Intr-adevăr, 2 4- ——>2, n deci (2 4- — j2 -> 4 Considerînd șirul: 1,2— — , 2 —— , ,2 —— 2 3 n Fig 77 convergent către 2, pentru valorile funcției se obține șirul: care are limita ă Considerînd șirul: 1, 2 —— ,24- —,2 —— 2 3 4 convergent către 2, pentru valorile funcției se obține șirul: + care are de asemenea limita 4 în general, dacă (x„) este un șir oarecare convergent către 2 (format din puncte diferite de 2), șirul (f(xn)) al valorilor funcției are limita 4 Intr-adevăr, din x„ -> 2 rezultă xț -» 4, adică f (xn) -> i S-a pus astfel în evidență următoarea proprietate a funcției f(x) = хг: Oricare ar fi șirul (x„) convergent către 2 {xn 2), șirul valorilor funcției, (fM), are aceeași limită, i 106 CAPITOLUL VII LIMITE DE FUNCȚII Această proprietate se exprimă prescurtat spunînd că funcția f țx) = x* are în punctul 2 limita 4 și se scrie : lim f (ж) = 4 (sau lim ж2 = 4) X-+2 x-t-2 (Se citește limită de f (ж), cînd x tinde către 2 este 4) 2) Fie funcția f (x) = — definită pe Я— {0} (fig 78) Această funcție an este definită în punctul 0, dar în celelalte puncte, oricît de apropiate de 0, este definită Să studiem și In acest caz comportarea funcției în jurul lui 0 Pentru aceasta, să luăm următorul șir (x„) convergent către 0 : 1 ± L L ’ 2 * 3 ’ ’ n ’ Pentru valorile funcției se obține șirul (f(,x„)) următor: 1, 2®, 3a, «2, care are limita oo n iei se obține șirul : 1, 2\ 3®, , n® ■are are limita oo In general, dacă țx„) este un șir oarecare de puncte din Я — (0), (x„=fxO) convergent către 0, xn -> 0, avem —> 0 și ж2 > 0, deci —► oo, adică f(x„) -> oo Așadar: Oricare ar fi șirul x„ -> 0 (x„ 0), șirul (f (жл)) are aceeași limită, oo Această proprietate se enunță prescurtat astfel : funcția f(x) = — ar? SR8 in punctul 0 limita oo și se scrie : lim f(x) = oo sau lim — = oo л-ș-o x-+0 T3 (Se citește limită de /(ж), cînd x tinde către 0 este oo ) -1 L 1 2 ’ 3 0, pentru valorile convergent către $ I EXEMPLE 107 ІУ 3) Fie funcția f (x) = ~ definită pe R — {0} (fig 79) Să studiem corn-л portarea acestei funcții în jurul Iui oo, înțelegînd prin aceasta că se dau argumentului x valori din ce tn ce mai mari (din ce în ce mai apropiate de oo) și se cercetează ce se întimplă cu valorile corespunzătoare ale funcției Mai precis, se consideră un șir x„ -> oo și se cercetează dacă șirul (f (ж,,)) are sau nu limită De exemplu, considerînd și- rul (x,) următor: 1, 2, 3, , n, care are limita oo, pentru valorile funcției se obține următor: șirul 1 n 1, 2 Fig 79 3 ’ ’ care are limita 0 în general, dacă (x„) este un șir oarecare cu limita oo, x„ —> oo, avem— -> 0, adică f (x„) -+ 0 Așadar: Oricare ar fi șirul x„ -> oo, șirul (f (x„J) are aceeași limită, 0 Această proprietate se exprimă prescurtat astfel : limita funcției f (x) =• =■ — în punctul oo este 0 și se scrie : lim f (x) = 0 sau lim — — o x-t-ao x-rtyt X (Se citește limită de f (x), cînd x tinde către oo este 0 ) 4) Să reluăm funcția f (x) = — definită pe R—{0) și să studiem corn X portarea sa în jurul lui 0 Pentru șirul (xa): 1- — , 2 1 i 3 ’ ' ’ ' ’ л ’ ' ‘ ' convergent către 0, se obține șirul (f(x„)) următor: 1, 2, 3, л, , arc are limita oo 4 108 CAPITOLUL VII LIMITE DE FUNCȚII Pentru șirul (x') : ± ± J-, 2 3 n convergent către 0, se obține șirul (f (x')): —1, —2, —3, , —n, , care are limita — oo Pentru șirul (x") : 1 JL L L ’ 2’3’ 4 ’ convergent către 0, se obține șirul (f (x")): 1, -2, 3, —4, , care nu are limită Așadar, pentru șirurile diferite (xj și (x') convergente către 0, șirurile corespunzătoare (f (x„)) și (f(x')) au limite diferite, iar pentru șirul x" convergent către 0, șirul corespunzător (f(x")) nu are limită Se spune că funcția f (x) = — nu are limită în 0 § 2 DEFINIȚIA LIMITEI UNEI FUNCȚII ÎNTR-UN PUNCT 1 Considerațiile din paragraful precedent conduc la următoarea Definiție Fie f o funcție definită pe o mulțime A și x0 un număr (finit sau infinit) Dacă, oricare ar fi șirul x„ -> x0, (x„ G 4, x„=f= x0), șirul f(x„) are aceeași limită l (finită sau infinită), se spune că l este limita fune ției f în punctul x0 și se scrie : lim f(x) = l X-fXQ (Se citește limită de f(x), clnd x tinde către x0, este egală cu i ) Observații 1° Condiția x„ vfc я:0 are obiect numai in cazul clnd x0 e A Dacă xn g A, tu particular, dacă x0 = oo sau = — oo, condiția x„ ф x0 este verificată tn mod automat (deoarece x„ e A), și deci, In acest caz, condiția х„фха este de prisos In enunțul definiției 2° Dacă x0 e A, limita funcției fin x0 (dacă există) poate fi diferită de f (xj De exemplu, pentru funcția f definită pe R prin f(x) = — , dacă x 0 x* 1, dacă x = 0 avem lim f (x) = oo (v exemplul 2) din § 1) și f (0) = 1 ț 2 DEFINIȚIA LIMITEI UNEI FUNCȚII INTR-UN PUNCT 109 șirurile £ con 3“ Pentru a putea considera limita funcției f în punctul x0, trebuie mai întîi să existe șiruri (z„) de puncte din A cu limita xa sau, cu alte cuvinte, după cum s-a specificat la începutul paragrafului, trebuie ca orictt de aproape de x0 sd existe puncte din A diferite de xg în caz contrar, definiția nu se mai poate aplica, deci nu mai are sens problema existenței limitei funcției Intr-un astfel de punct De exemplu, pentru funcția f (z) = In x definită pe A = (0, oo) nu are sens să se pună problema existenței limitei acestei funcții în punctul z0 = — 1, deoarece nu există puncte 'lin (0, oo) orictt de apropiate de — 1 Exemple: 1) Pentru funcția constantă f(x) = c definită pe R (fig 80) avem lim f(x) — c, oricare ar fi x0 (finit sau infinit), adică : x0, șirul corespunzător (f (x„)) al valorilor funcției este c, c, c, , c, , care are limita c, f (x,) -> c, deci lim f(x) — c De exemplu, lim 5 = 5, lim 6 = 6, lim 6 = 6, lim (— 2) = — 2 etc x-l K-sl x->3 ‘У ' у nuinăr ■o), șirul a fune Fig 80 Fig 81 •) , £ A, in automat definitiv 2) Pentru funcția identică f (x) =» x definită pe R (fig 81) avem : lim x = x0 x-x0 oricare ar fi x0 (finit sau infinit) în particular : lim x = oo și lim x == — oo j X-rOO X-f— со Într-adevăr, dacă x„x0, deoarece f (x„) = x„, rezultă f (x„) -► x0 ți limita x0 este aceeași, oricare ar fi șirul (x,) considerat, deci lim x = x0 eC-*-*Q De exemplu, lim x = 3, Hm x = — 1 etc, m—3 x->—1 ț CAPITOLUL VII LIMITE DE FUNCȚII (k natural), definită pe Й, 3) Pentru funcția f(x) avem oricare ar fi x0 (finit sau infinit) în particular (k natural), definită pe R 4) Pentru funcția avern dacă lim 0 ele lim avem lim x' în particular se obține Pentru cap IV, proprietatea corespunzătoare lim x X-+XQ (Pentru demonstrație rarilor ) lim f X-+0 oricare ar fi x0 0 (finit sau infinit) în particular c0, atunci xț a■} lim z3 = 27, lim ze x-»3 x-^-oo într-adevăr, dacă x, De exemplu, lim x* =* x->—2 iim x5 — — oo etc Intr-adevăr, dacă xn -> x0, atunci > -j-, deci lim = —j- Afl x- xo 1 *0 De exemplu : lim x-2 5) Dacă a > 0 § 2 DEFINIȚIA LIMITEI UNEI FUNCȚII ÎNTR-UN PUNCT ni 6) Dacă a > O : în particular: Se ține seamă că, dacă > O și x„ -> O, atunci ——> oo De exemplu : lim ——- к" » (x0 > 0), lim = oo , lim ——— - -0 X->Xo УXя X~*QO 7) Dacă a > O și a=j== 1, avem: lim ax — axo x-^x0 oricare ar fi x0 (finit sau infinit) în particular, dacă a > 1 lim ax — oo x->oo Și lim a* = 0 x->—oo dacă 0 OO Și lim ax — oo x->—00 (Pentru demonstrație, v cap IV ) De exemplu : lim e* =» e5, lim e* = со, lim ex — 0 X->5 X-r Xi—a> 8) S-a arătat (v cap III, § 2) că: Se poate arăta că, oricare ar fi șirul xn -+ oo, avem : (Demonstrația depășește cadrul manualului ) Rezultă: 4 112 CAPITOLUL VII LIMITE DE FUNCȚII 9) Fie acum un șir x„—>— oo; să notăm y„ — — x„ Atunci yn—*oc deci y, — 1 -> oo, și prin urmare : Dar : Deoarece ► 0, rezultă că 1 H -> 1 și deci: un — 1 и» — i fl-| -—V” ' I 1 -ț- — — j > e ■ 1 — e, l Un-V t Un-ll adică : Rezultă așadar că; 2 Deoarece definiția limitei unei funcții intr-un punct este bazată pe limite de șiruri, o serie de proprietăți ale limitelor de șiruri se regăsesc pentru limitele de funcții Două dintre aceste proprietăți sînt date în acest paragraf, iar celelalte vor fi date în paragrafele următoare Avem lim f(x) = 1(1 finit), dacă, și numai dacă lim [f(x) — I] = 0 0; deci lim/‘(x)t=/, dacă, și numai dacă, lim [f (x) — Z] = 0 Dacă limf(x) — l, atunci lim I f (x) [ = [ l | (Limita modulului este egală cu modulul limitei ) într-adevăr, dacă xn -* x0(x„ =/= xQ), atunci f (xM) -+ 1, deci | f(x„) | —* , l și, prin urmare, lim | f (x) | = | l х-*лв U X-*Q § 3 CRITERII DE EXISTENȚĂ A LIMITELOR DE FUNCȚII Uneori cunoscînd limita unei funcții intr-un punct, putem stabili limita altei funcții în acest punct, cu ajutorul unor criterii asemănătoare celor utilizate la șiruri Teorema! Dacă J f(x) | C h(x) și dacă lim h(x) ~ 0, atunci lim f(x)=O x-*x0 x->xa într-adevăr, fie x„ —► x0 Deoarece lim h (я) = 0, rezultă că h(x„) —> 0, X-+Xo Dar | f (x„) | și, pe baza criteriului de la șiruri (v cap III, §2), deducem f(x„) -> 0 Deoarece limita 0 este independentă de șirul («„) ales, rezultă : lim f (x) = 0 x-*x0 Exemple: 1) Pentru funcția f(x) = sin x avem : lim sin x = 0 Tntr adevăr, dacă x este măsurat în radiani, avem | sin x | x |; dar lim | x | s= 0 deci, x-t-0 pe baza teoremei de mai sus, rezultă lim sin x = 0 x-frQ Dacă x este măsura arcului in grade și dacă у este măsura arcului în radiani se știe că x = —5 y, de unde I sin x I = I sin и I П ‘ 2 Așadar, limitele funcțiilor sin x și cos x într-un punct oarecare x0 se obțin înlocuind direct pe x cu x0 Observație în punctele oc și — oc funcțiile sin x și cos x nu au limită (v, exercițiul 9 de la acest capitol) 4) (n natural) Să arătăm mai întîi că, dacă a >• 1, avem e“ >• a Fie m un număr natural, astfel încît m ni + 1 Atunci, e“ ert; dar e'" m + 1 (v cap, I, aplicația 1 la inegalitatea lui Bernoulli, deci e” m 1 a , •adică: e > a Aplicînd logaritmii ultimei inegalități, se > In a 1: obține : Acum putem scrie pentru î In X In i x " I 2 xn n n In T* X” n £ xn 71 x2 Dar 2 1 hm — — X oo n 2L X* 1 n Jim x ^ x-^so - = 0, 00 2 2 n 1, avem : 2 n 2 n 2 n și, pe baza teoremei 1, se deduce: lim X - x v In X o § 4 LIMITE LATERALE 115 Se spune că funcția logaritmică In x crește mai încet decît orice putere Teorema 2 Bacă f(x) ,> h(x) și dacă lim h (x) — oo, atunci X -> Л’ц lim f (x) = oo X-> X0 într-adevăr, dacă x„ —>■ жэ, avem h (,r„) —> oo și, deoarece f(x„) > h (x„), rezultă f{x„) -> oo (v cap V), de unde : Exemplu: ]im f(x) = oo X -* Л'о într-adevăr, deoarece e“ a, (a 1), avem : Deoarece lim x” = oo, pe baza teoremei 2 rezultă : П-r» lim — — oo X-* oo Se spune că funcția exponențială ex crește mai repede decît orice putere Teorema 3 Bacă f (x) k (x) și dacă lim k(x) = — w, atunci К xo lim f (x) = — oo X-*Xq Demonstrația este analogă celei a teoremei 2 Exemplu: Deoarece pentru x O, șirurile corespunzătoare (f (x„)) și (f (xf,)) au limite diferite Totuși, dacă se consideră numai șiruri (ж„) de numere strict 116 CAPITOLUL VII LIMITE DE FUNCȚII pozitive (x„ > 0), convergente către 0, șirurile (f(x„)) au aceeași limită, oo într-adevăr, dacă x„ > 0 și xn -> 0, avem - ©o, adică f(x„) -> oo Se spune că funcția f(x) = — are în punctul 0 limită la dreapta, oo De asemenea, dacă se consideră numai șiruri (y„) de numere strict negative (y„ 0, avem — -> — со, adică f(y„) -> — oo îi» Se spune că funcția f (x) — — are în punctul 0 limită la stingă, — oo Definiție Fie f o funcție definită pe o mulțime A și x0 un punct 1) Dacă, oricare ar fi șirul x„ ж0, format din puncte x„ > xn din A, șirul (f(x„)) are aceeași limită l,i (finită sau infinită), se spune că ld este limita la dreapta a funcției f în- punctul xa și se scrie; lim f (x) = ld X->Xp X > x3 2) Dacă, oricare ar fi șirul xn —> r0, format din puncte x„ Xq X Xq Astfel, pentru funcția f (x) = — avem: li 7^:^ li dl •este f(Q — 0) = -OO și f (0 + 0) = oo Observații 1° Dacă feste o funcție definită pe un interval A = (a, 6), (— oo C a, b a deoarece, pentru șiruri (x„) de puncte din A, avem in mod necesar x„ > a De asemenea, definiția l'mitei lui fin b coincide cu definiția limitei la stingă a lui fin b lim f (x), deoarece, dacă (rn) este un șir de puncte din A, avem în mod necesar x, 0 și x„ 0, punînd y„ = — , avem y„ -> oo și (1+ЖвЛ=[1 + -ЦЧ l Уп I £ Dar [ 1 + — Vя-> e (v §2), deci (1 4-atB)Xn-+e Deducem că limita \ £/« J 1 la dreapta în 0 a funcției (1 + x)x este e: £ lim (1 -ț- x)x = e x-+0 x>0 în mod asemănător, se arată că și limita la stînga în 0 a acestei funcții este e; 6 a i Iui f în x, 0, avem x~* 0 și x2B >0, deci -> oo Așadar limita la stînga în 0 este oo CAPITOLUL VII LIMITE DE FUNCȚII De asemenea, dacă x, De exempl de la înce- Se urmează același raționament ReziL limită în 0, deoarece limitele laterale sînt diferite într-adevăr, dacă tele I faptul că, dacă Caz cos x, Rezultă lim 4 se cm avem cos x~ De exemplu, lim 1'^0 v A are limită în 0 egală cu oo Așadar, limita la stînga a funcției tg x în este oo putui acestui paragraf Urmează că funcția—7— nu are 5) Fie funcția f (,r) definită pe R prin — 1, pentru 0 lim tg x = — Pentru demonstrarea celeilalte egalități se folosește , -> 0, deci cos funcția tg x nu are limită lim -4— = — 00 x+Q x 0 Xst+1 я>0 ca în § 6 OPERAȚII CU LIMITE DE FUNCȚII П& 6) Funcția f (x) = sin — definită pe R — {0} nu are în punctul 0 nici limită la dreapta, x nici limită la stingă într-adevăr, dacă x„ = — » avem x„> 0 și x„ -> 0; apoi sin — = sin nrr = 0, deci Л7Г x„ sin ——* 0 xn 2 1 4n + 1 Dacă y„ — -— — avem y„> 0 și yn -» 0; apoi sin —- = sin я = 1, deci (4n + li ti y„ 2 sin -► 1 Уп Așadar, pentru șirurile diferite (x„) și (y„), șirurile fsin — j și fsin —1 nu au aceeași limită l x») t Oh) Rezultă că funcția sin — nu are limită la dreapta în 0 x /11/ 21 1 Sc arată in mod analog, folosind șirurile I I și i—-—■ 1 că funcția sin — ț n- ) 1 (4n -f- 1)tc ) x nu are nici limită la stingă în 0 § 5 OPERAȚII CU LIMITE DE FUNCȚII Fie f și g două funcții definite pe o mulțime A Teorema 1 Dacă funcțiile f și g au într-un punct ж0 respectiv limitele Zt și l> (finite sau infinite) și dacă suma 4- l2 are sens, atunci funcția f + g are limită în xn și: lim [f (1-) 4- g (a;)] = lim f (x) + lim g (x) X -» Xp X -» Xp X XQ Caz exceptat: lim f (x) = oo și lim g (x) = — oo (cazul oo — oo) X -> X Іл șig (x„) -> 1 2, deci f (x„) 4- g (x„) -> 4- x-*x0 4- / , și, prin urmare, lim [f (x) 4- g (ж)] = Іг 4- ig X ->x0 Teorema este adevărată și pentru suma a n funcții Această teoremă se enunță simplificat astfel : Limita într-un punct a;0 a unei sume de funcții este egală cu suma limitelor acestor funcții în zn 120 CAPITOLUL VII LIMITE DE FUNCȚII Teorema 2 Dacă f și g au în punctul ж0 respectiv limitele Іл și (finite sau infinite) și dacă produsul ІлІг are sens, atunci funcția fg are limită în și: lim f(x)-g (x) = limf (x) ■ lim g (x) X -* Xg X -^ Xq X -То Cazuri exceptate : lim f (x) = 0 și limg (x) = + со (cazul 0 • oo) X -* Xo X-> Жо Demonstrația este analogă aceleia a teoremei 1, folosind teorema relativă la limita produsului a două șiruri In particular, dacă g (x) ~ c, avem lim g (x) = c, deci: x-»x0 Corolar Dacă f are în a?0 limita l (finită sau infinită), atunci, funcția cf are limită în x0 și lim cf (x) = c lim f (x) x — x0 x x0 dacă c =f?0 (și, evident, lim cf (x) = 0, dacă c = 0) X->X0 Luînd în corolarul precedent c = — 1, obținem : lim [— f (ir)] = — lim f (x) X—>Xg Х-лХо și deci: lim [f (a?) — g (x)] = lim f (x} — lim g (x) x->xo X~*X0 X-+XQ Teorema 2 este adevărată și pentru produsul a n funcții Această teoremă se enunță simplificat astfel: Limita într-un punct ж0 a unui produs de funcții este egală eu produsul limitelor acestor funcții în хй In particular, luînd n funcții egale cu f, se obține : lim [f (ar)]" = [ lim f (rr)]" (n natural) X -> Xo X -> x0 Exemple: 1) Deoarece lim x = x0, avem lim Xя = x* (n natural) X -» Xo X -r x0 2) lim cx" = c lim x" - cXq X — Xo X -*■ x0 3) Pentru orice polinom P (x), avem : lim P (x) = P (x0) x — x0 (#0 finit) § 5 OPERAȚII CU LIMITE DE FUNCȚII 121 Fie P (x) = a„sc" 4- 4- 4- apr 4- a0 Folosind exemplele 1) și 2) și teorema 1, se obține : Hm P (x) — lim anxn 4- lim ап лх"'1 4- — + lim «h® + Hm a0 = X-»X0 X-*X0 Х-*Х0 ж-*х0 = as®5 4- + ••• + «Л + «o = p (*o)« Așadar, limita unui polinom P (x) într-un punct x0 se obține înlocuind direct in polinom pe x cu x0 De exemplu, lim (5x* 4- 3xs — 7x + 1) = 5 (— 2)4 + 3 (— 2)2 — 7 (— 2) + 1 = 107 X-/- — 2 Teorema 3 Dacă f și g au într-un punct respectiv limitele lr și ! , (finite sau infinite) și dacă raportul — are sens, funcția — arc limită în zu și: hm = lim f (x) x-^x0 x-x0 д (x) Hm 7 (x) x^>x0 Cazuri exceptate : lim g (x) = 0 î I cazul —1, x-t- to t 0) lim f (x) - ± 00 și lim g (x) = ± 00 /cazul - • X-*X0 X-»-X0 l 50) Pentru demonstrație se folosește teorema relativă la limita citului a două șiruri Această teoremă se enunță simplificat astfel : Limita într-un punct a:0 a citului a două funcții este egală cu citul limitelor acestor funcții în x0 Exemple: 1) Dacă P (x) și Q (x) sînt două polinoame și dacă Q (x0) 0, atunci: lim P(x} p (-То) x^x0 Q (r) Q(*o) ( r0 finit) într-adevăr, lim P (x) = P țx^, lim Q (x) = Q (z0) =^= 0 X Xo « XQ Deci: X^XOQ(X) Q(x0) 122 CAPITOLUL VII LIMITE DE FUNCȚII Așadar, limita unei funcții raționale, într-un punct ж0 în care numitorul nu se anulează, se obține înlocuind direct pe x cu x0 De exemplu: a3 —5 1« —5 —4 lim - = = -— = ■— 1 x -*■ t a 4* 3 1 3 4 2) Dacă rr0 Ф {2k + 1) — (A întreg), avem : lim tg x = tg x0 X-»Xe Intr-adevăr, lim sin x = sin x0, lim cos x = cos x0 0 x -> X0 X -» Xo Deci 1- sin X sin Xn lim tg x = hm -5- = tg r0 X -> Xq X -> Xq COS X COS Xq 3) Dacă r0 =f= k- (k întreg), avem : lim ctg x = ctg a;() Se procedează ca la exemplul 2 Așadar, limita funcțiilor tg x și ctg ,-r, într-un punct a:0 In care sînt definite, se obține înlocuind direct pe x cu x0 4) lim —— = 1 ,v— O sin r (x măsurat în radiani) Deoarece x este măsurat în radiani, avem | sin a: | | a: ț -^ | tg a; | Pentru x =f= 0 avem sin x 0 și, împărțind cu | sin x |, se obține : 1 1 T 1 0, deci | cos x | = cos ar; x și șina: avlnd același semn, rezultă, astfel incit șirul de |sinx| sin X inegalități de mai sus se scrie : r 1 sin X " cosx § 5 OPERAȚII CU LIMITE DE FUNCȚII 123 rul și, scăzând 1 în toți membrii, se obține : 0 0 SC^'O cos X—>u cos ж Aplicând teorema 1 de la § 3, se obține lim — 1 = 0, deci: 1 sin x lim—= 1 x->0 sin x 5) X- 0 X într-adevăr, dacă sin x 0, avem-^^- = -și se aplică teorema 3 X X sin X Observație Dacă x este măsura arcului în grade și dacă у este măsura aceluiași arc în sin у У sin x sin у radiani, atunci -— x 180 180 — У •fi- c) ar; de Dacă хл -> 0, sin X 7Г lim - -—■ x—o x 180 atunci y„ — — 180 „ , , sin l/„ „ , sin r„ TC x„ ->■ 0, deci -— -* 1, de unde — -*■ — > adică y„ x„ 180 xn Alegerea radianului ca unitate de măsură a arcelor prezintă deci avantajul că la calculul unor limite se obține un rezultat mai simplu Acesta este motivul pentru care, in analiza matematică, arcele sînt măsurate în radiani 6) șina» lim = 1 x—0 ax (a^tO) Dacă xn -> 0 (ar„ 0), notând y„ = a x„, avem y„ ->■ 0, deci-^-” -> 1^ Ул adică 1 Cum șirul (ж,,) este arbitrar, se deduce: «x„ , sin ax hm - = 1 ax 124 CAPITOLUL VIL LIMITE DE FUNCȚII Teorema 4 Dacă funcțiile и (x) și о (ж) au în punctul жп respectiv limitele a și a, și dacă u (ж) > 0 și aa arc sens, atunci funcția и (x)v^ are limită în ж0 și: lim и {x)v'xl = (lim и (ж)) = aa X -> A’o X Xo Cazuri exceptate : a = U a = 1 a = oo și a = 0 (cazul Qo); și a = oo (cazul 1 ®); și a = U (cazul do») Demonstrația se face ca în teoremele precedente, folosind teorema corespunzătoare de la șiruri: lim nn lim (x„)yn = (lim x„) ri~x n ■> OO n “> 00 • Cazuri particulare: 1) Dacă и (ж) = a, atunci lim v (ж) = a, deci: X -* Ж(| lim [и (ж)]“ = [lim и (ж)]“ ■T -* x„ x -» Хе (Cu excepția cazului cînd lim и (x) = O și a 0 ) X— T(l în particular, Hm ]ru (ж) = /lim u(x) , X-»Xo x-*x0 2) Dacă и (iej = a, a > O, atunci lim и (ж) = a, deci: X—Xo lini rt x lim d°^ — a x Exemple: 1) Dacă funcțiile a (®) = sin -r și p (x) = cos x sînt definite pe (О, -к), avem : lim (sin ж)008* = (lim sin z)x^'J = O1 = 0 x->0 x->0 lim (xe+l) 2) lim e*2+1 = ex~° = e1 = e x x 3) Hm fsin x + 4 = lim (sin x + 4)г = [lim (sin x 4- 4)]2 = X->0 X->() X —O = f iun (sin x + 4) = \k = 2 x-+ O § 6 CAZURI DE EXCEPȚIE LA OPERAȚIILE CU LIMITE DE FUNCȚII 125 §6 CAZURI DE EXCEPȚIE LA OPERAȚIILE CU LIMITE DE FUNCȚII Regulile stabilite în paragraful precedent pentru operațiile cu limite de funcții nu se pot aplica în cazurile exceptate, cînd operațiile cu aceste limite nu au sens, cazuri desemnate prin: со — oo 0 • oo —» 00, 0°, 1®, oo» Pentru a putea stabili dacă în aceste cazuri există limită, trebuie întreprins un studiu direct asupra funcțiilor Pentru funcțiile elementare se procedează, în esență, astfel * : Pentru a calcula limita unei funcții intr-un punct ж0, se înlocuiește argumentul x cu x0; dacă se obține un număr bine determinat (finit sau infinit), acest număr este limita funcției în x0; dacă se obține una din operațiile fără sens, uneori se fac anumite transformări pentru a obține o funcție egală cu cea inițială (pentru x =f= x0), astfel Incit, înlocuind în noua funcție pe x cu xQ, să nu mai ajungem la o operație fără sens, ci la un număr bine determinat, care este limita funcției în x0; alteori se folosesc limitele fundamentale ]im -sm — = 1, lim (1 4- ж)ж — e 1 Limita polinoamelor în punctele oo și — со S-a arătat în § 2 (exemplul 4) că lim x” = oo” și lim x” =■ (— oo)” și, X'“>00 X-*—CC deci, dacă a =j= O, lim ax" = a (oo)" și lim ax” = a (— oo)” 00 oo De exemplu : lim 3x2 == oo, lim (— x) = — oo й -> oo ac -*• ® Pentru polinomul P țx) = 3x2— x nu putem aplica regula limitei sumei, deoarece, pentru = oo, sîntem în cazul oo — oo Pentru calculul limitei unui polinom în punctele oo sau —oo avem regula următoare : Pentru orice polinom: P țx) = a„xn 4- 4- + «i® 4- a0 (“» =h avem : lim P țx) — a„ " X-> 00 lim P țx) — a„(— oo)B X—00 Pentru funcția logaritmică și funcțiile circulare inverse vezi capitolul VIII 126 capitolul vii limite de funcții Așadar, limita unui polinom în punctele oo sau —oo este egală cu limita termenului de cel mai înalt grad într-adevăr, scoțînd în P (x) factor comun pe xn, se obține P (x) = x" (a„ + - 4- + +««-)• 1 X X4-1 xn) Se observă că factorii din paranteză care conțin pe x la numitor au limita 0 în punctul oo sau — oo, deci limita parantezei este a„ Atunci, lim P (x) = lim x” • lim (a„ -j- ) = a„ ■ со” Л-*® Л*-> ЙО La fel se calculează limita în punctul -— oo Dc exemplu ; lim (— 5 a:1 + 3x2 — 7) = — 5 • со4 = — oo x — lini (— Зх5 + 2X — 1) = — 3 (— oo)s = cc x——oo 2 Limita funcțiilor raționale în punctele oo și — oo Unei funcții raționale ' nu i se poate aplica regula limitei citului pentru calcularea limitei în punctele oo și — oo, deoarece sîntem în cazul — oc t Ц- 1 De exemplu, dacă f (x) = 9 avem lim (я + 1) = oo și lim (x2 — 1)= oo a2 — 1 X- oo x-t oo Pentru calculul limitei în punctul oo sau — oo avem regulile următoare : Fie funcția rațională : P(D ew + - + + (an=#0, b :,^ + + + b1X + bq ' ' b,„ =f= 0) 1) Dacă gradul numărătorului este mai mic decît gradul numitorului, n m, funcția rațională are în punctele oo și — oo limita infinită, și anume: lim £1^ = oo”-'” x—oo Q(x) lim oo)"-” x->—oo Q(x) bn 4 128 CAPITOLUL VII, LIMITE DE FUNCȚII Numărătorul și numitorul se împart cu xm (m fiind cel mai mic dintre gradele numărătorului și numitorului) și se obține : * + + ao^ Q^> i i Ьтп + &»>-! ~ x X74 (x =fcO) Limita numitorului este bm limita numărătorului în punctul oo este a„ ooa~m și în punctul — oo este a„ (— oo)“'”î de unde rezultă că limita funcției raționale este dată de egalitățile de mai sus De exemplu : 3 t5 — 2x -r 4 3 lim - = — oo — — 0 deci: x + 7 hm - = oo s-0 i2 tul § 6 CAZURI DE EXCEPȚIE LA OPERAȚIILE CU LIMITE DE FUNCȚII 129 Зх3 4- 2x Зх3 + 2x 2) lim = oo, lim -= — со x -3 X + 3 »-► -3 x + 3 x —3 Deoarece limitele laterale sînt diferite, funcția nu are limită in — 3 2) Dacă P (x0) = 0 și Q (x0) = 0, polinoamele P și Q se scriu P (x) = (x — x0) Pj (x) și Q (x) = (x — x0) (x) Prin urmare, pentru x x0 avem : /‘(x) = P,(x) OU) QiM Dacă funcția —1 — are limită în punctul x0, atunci QjU) 1- F(x) l- P1(T) hm —— = lim — - Х-Л'О Q(X) X—x0 Ql(x) Problema revine deci la cercetarea limitei funcției —în punctul x0 Qi(«) Exemple: 1) Fie /■(!) F(x) QU) x2 — 5x + 6 -• Să studiem limita acestei funcții în punctul 3 x2 — 9 Se observă că P (3) = 0 și Q (3) = 0, deci pentru x ф 3 avem : (x —3)(x —2) x —2 f (x) =- — = (x — 3) (x 4- 3) X 4- 3 și prin urmare : x3 — 5x 4- 6 lim i-»3 — 9 x —2 1 lim - = — x 3 x + 3 6 P(x) 2) Fie f (x) = — tul — 2 Se observă că P (— 2) = 0 și Q (— 2) = 0; deci pentru x — 2 avem (x + 2)(x — 1) x —1 Să studiem limita acestei funcții in punc- și, prin urmare : fU) = (x + 2)3 x2 Ț- x — 2 lim — -2 U 4- 2)3 lim x — 1 = — со x + 2)2 т) Зх 3 3) Fie f (x) = —— = -• Avem P (1) = 0 și Q (1) = 0; deci, pentru x ф 1, G(x) (x — l)a 3x —3 3 (x —1)' X 1 1 130 CAPITOLUL VII LIMITE DE FUNCȚII Atunci: 3x — 3 3 lim -= lim = — oo x I (x—1)* x—1 x—1 x 1 x>1 Așadar, funcția considerată nu are limită în punctul 1 P(x) x3 — 5 r2 + 3x + 9 4) Fie f(x) = — = —■ ' — • Se observă că P (3) = 0 și Q (3) = 0; Q(x) x3 — 4x2 — 3x + 18 deci, pentru x =£ 3: (x — 3) (x- — 2x — 3) x2 — 2x — 3 P,(x) f (x) = = e • (x — 3) (X2 X 6) X2 X — 6 Ci(x) Dar : Px (3) = 0 și Qx (3) = 0; deci, pentru x 3 : Pt(x) (x —3)(x + l) = x + 1 Gjțx) (x —3)(x + 2) x + 2' Atunci: x3 — бх2 4- 3x 4- 9 x 4 1 4 lim - = lim = — • x->-3 x3 — 4x2 — 3x4 18 x-»3 r + 2 5 4 Limitele unor funcții în cazul de excepție l30* S-a arătat că lim (1 + у) у = e; (deci, dacă yn -+ 0, atunci (1 -ț- y„)y»-+e) y->o Dacă lim z (x) = 0, atunci: X->Xq t lim 2(x)= e X->X® într-adevăr, dacă x„ -> x0, atunci, notînd yn — z (x„), avem y„ -* 0, z( X 1 ■deci (1 + yn)yn -► e, adică [1 + z (ял)Г n i deci lim [1 +z(x)Yx} = X->X0 ♦ Cazurile 0° și oo° nu intervin în acest manual RECAPITULAREA UNOR LIMITE IMPORTANTE 131 De exemplu : 1 i lim (1 + x2)xa = e, lim (1 + Vx~ l)Vx—1 — e x->0 Х-И 1 lim(l — x)~x — e etc x-*0 Dacă lim и (x) == 1 și lim v (x) == oo, studiind limita funcției [и (x)]“ X-*A’q tn punctul x0, constatăm că sîntem în cazul 1® In astfel de situații se caută să se folosească limita de mai sus Exemplu: 2№ x+1 ț 2 12 ( 2 1 ( 2x2 1 Dar, lim |1— -I = e deoarece lim -= 01 Hm I—~' = — oo, xr^oo \ x -p 1 / ț x-*® »+1 ) X^țib 1 + 1J (x — 1 la* 1 = e~=o = 0 x + 1 / RECAPITULAREA UNOR LIMITE IMPORTANTE I Polinoame: II Funcții raționale: 132 CAPITOLUL VII LIMITE DE FUNCȚII HI Funcția putere IV Funcția exponențială ex : lim ctg x = ctg I ( r0 finit, x0 =f= kiz) x-»x0 VI Alte limite: lim - - = oo - r" EXERCIȚII 133 EXERCIȚII Aplicînd definiția limitei unei funcții într-un punct, să se arate că : 1 lim — 2 lim x^ 3 2x4-1 7 x-> —1 3 • 3x -f- 5 Iun = oo 4 lim x-i (z—l)2 X-fOO 5 z» 4- 5 lini 1 6 lim o> 4x® — x2 4- 1 4 X-^CC 7 Зх1 — 5x 4- 7 Iun = oo 8 lim 9 Să se arate că funcțiile: 2x2 + x + 5 2 3z2 — 2x + 1 3 -= -OO x8 —8 (z) = sin x; (z) = cos x; /‘3(x) = tgx; ft (x) = ctg x nu au limită în punctul oo Aplicînd criteriile de Ia § 3, să se calculeze limitele următoare : 10 lim x sin — 11 lim rr Icos sin — z- 12 lim — x->0 tgx sin' X ІЗ hm x—— ос X 0) 14 lim (2z2 + x + 5) 16 X -r- V» lim - l (2x - 1)* lf'* 2 17 lim e2x2+x+1 18 Vx» Iun e 19 lim e*2 20 In (x — 1) li m — — X-00 x8 21 lira!^±±2) Ținind seama de definiția limitelor laterale ale unei funcții într-un punct, să se arate că : 22 Funcția f(x) =—-—nu are limită în punctul x — —7 134 CAPITOLUL VII LIMITE DE FUNCȚII 23 Funcția f (x) în punctul x = 1 Funcția f (x) limită în punctul x = 3 24 dar are 2x > • • • ——- nu are limită nici în punctul x = — 1, nici 1 nu are limită în punctul x = 2, (2 —2}(x2 —+ 9) 25 26 Funcția f (x) = ex nu are limită în punctul x = 0 Funcția f (x) = -—— nu are limită în punctul x = 8 Aplicînd teoremele asupra operațiilor cu limite de funcții, să se calculeze limitele următoare : 27 lim (x2 — 5a; + 2) 29 v x — 2 li m 31 33 lim (x — 1) sin2 x lim (2a:3 + x2 -f- 3x — 8) 28 lim (2x3ex — x2 -f- 5) x->3 30 lim (2a;3 — 5 sin x) Зя 32 lim (a:3 cos x + 7 tg x) 5я 4 34 lim (1 — 2x — 7a-2) 36 lim (x3 — o;2 + 5a: + 7) 35 lim (л4 — 5a;3 + 2a:2 -J- 1) 37 lim sin 7x 38 lim tg 3x 3r x—>0 2x sin- — 39 lim sin 5x 40 lim 0) x->0 sin 8x X2 41 lim 1 — cos X 42 lim sin 5x sin x #-*•() X2 x-»0 X2 43 lim sin 5x — sin 3x 44 lim cos 3as — cos x x-^0 sin X x->0 X2 45 lim cos mx — cos nx 46 lim tg X — sin X x—>0 X2 x->0 s» 47 lim l/x2 — x 4- 1 48 hm (o:4 — 3a:2 -4- 3) - 49, lim (1 + Зж2)" 50 lim У2я4 1 EXERCIȚII 135 51 lim е3ж‘—* + 1 x-* 2 2x 4- 5 52 lim 10 *+' 5 **"T 53 lim xects * 54 lim x-+0 1 + x Y 2 + xj i 55 lim a(v 1)2 (O 00 1 —X 56 lim e x* x-»0 58 lim a3-x~x‘ (a >1) X-* 00 59 lim ex* + x + 2 60 lim x-»oc 1 |X4 + X2 + 9x 3 J 61 lim (0,04)2x3—** x-+—oo 62 lim ax4 + 3x>-x+i (O x->oc бх3 — 2 68 lim x-»— oo x2 4" 4“ 1 69 lim 2X3 — 17x2 + 1 „„ V 3x8 — 5x2 4-4 0 80 lim x-»0 X со I- lf3 + *+ X2—Î9 — 2x 4- X2 82 lim - ,r2 - 3i + 2 136 CAPITOLUL VII LIMITE DE FUNCȚII 83 lim + x^O V 1 + X — 1 x» 4-2x—1 85 lim« 3*2-5 (0 « (2x -{- 1/ М ,™(-2Г 90 2x3—5 84 lim e xS+1 8(5 lim X-rOO 92 lim x oo l 2 4- x spui bleu de un în acest punct, curba nu se întrerupe, este continuă Să calculăm limita funcției în punct ul — în jurul punctului — (pentru 0 x 1) avem f (x) =2x, deci 2 2 lim f (x) — lim 2r = 1 i i ’-'-Ț 138 CAPITOLUL VIII FUNCȚII CONTINUE Din definiția funcției f se observă că valoarea sa în punctul 1 este de asemenea 1, 1 = 1 2 Așadar, funcția are limită în punctul 1 și limita este egală cu valoarea funcției în acest punct: 1 2 lim f (x) = i x^2 Altfel spus, pentru a calcula limita funcției în punctul —, putem înlocui în expresia funcției pe s: cu i •A' ■ Dacă luăm alt punct de pe grafic, de abscisă x0, în care curba nu se întrerupe (este continuă), va rezulta în mod analog că funcția are limită în punctul x0 și limita este egală cu valoarea funcției în acest punct: lim f [x) = f (x0) X^XQ Altfel spus, dacă într-un punct de abscisă x0 graficul nu se întrerupe, atunci limita funcției în punctul x0 se obține înlocuind direct în expresia funcției pe x cu ж0 Să vedem ce se întîmplă în punctul de abscisă 1, în care curba se întrerupe Se observă că limita la stînga este f(l — 0) = 2, iar limita la dreapta este f(l 4- 0) = 1 într-adevăr : f (1 — 0) = lim f (x) = lim 2x = 2; /■(1 + 0) = lim f (ж) = lim 1 = 1 Așadar, f(l — O)=f=fțl I 0), deci funcția nu are limita m punctul 1 în punctul de abscisă 2, în care curba de asemenea se întrerupe, limitele la stînga și la dreapta sînt egale, f (2— 0) = 1, f (2 + 0) = 1, deci funcția are limita î în punctul 2 : lim f țx) = 1 Observăm însă că f (2) = 2, deci limita în punctul 2 există, dar este diferită de valoarea f (2) a funcției în acest punct Așadar, pentru ca graficul să fie continuu într-un punct de abscisă rr0, nu este suficientă numai existența Umilei funcției în punctul x0; fra plus, această limită trebuie să fie egală cu valoarea funcției în punctul x0 Considerațiile de mai sus conduc la următoarea § I DEFINIȚIA CONTINUITĂȚII 139 Definiție Se spune că o funcție f definită pe un interval / este continuă într-un punct r0 e I dacă funcția are limită în punctul x0 și dacă această limită este egală cu f(x0) : lim /’(л) = f(x0) Intuitiv, aceasta înseamnă că, dacă x este din ce In ce mai apropiat de x0, f (x) este de asemenea din ce in ce mai apropiat de f (x0), și anume, putem realiza ca f (x) să fie atît cit dorim de apropiat (vecin) de f(x„), dacă x este suficient de apropiat (vecin) dc x0 Această observație sugerează o formulare in limbaj de vecinătăți a definiției de mai sus Flincfia f este continuă in x0 dacă pentru fiecare vecinătate U a lui /'(x0) se poate găsi o vecinătate V a lui x0, astfel tnctt orice punct x din vecinătatea V a lui x0 Să aibă imaginea fix) in vecinătatea U a lui f(r0) (v fig 84) Ținînd seama de definiția limitei unei funcții intr-un punct (v capitolul VII, §2), egalitatea lim f (x) = f (x0)' înseamnă că, oricare ar fi șirul x„-> x0 (z,; G /, x0), avem f (x„) -> f (x0) Dar, deoarece f(x0) este limita șirului țf{x„)), o parte din termenii f (x„) (sau chiar toți) pot fi egali cu limita f (x0), ceea ce înseamnă că o parte din termenii x„ (sau chiar toți) pot fi egali cu x0, astfel incit restricția x„=f= x0 din definiția limitei unei funcții în a;0 este de prisos în cazul cînd această limită este f(x0) Am obținut astfel următoarea Teoremă 0 funcție f definită pe un interval I este continuă într-un punct a-0 s I dacă, și numai dacă, oricare ar fi șirul x„ -> x0 [xa E 2), avem f(x„) Dacă funcția f nu este continuă într-un punct a din domeniul ei de definiție 1, se spune că este discontinuă în punctul a După cum rezultă și din exemplul de mai sus, o funcție f este discontinuă în a fie în cazul cînd funcția nu arc limită în a, fie în cazul cînd, deși funcția f are limită în a, limita este diferită de valoarea f (a) a funcției în acest punct Observație importantă Pentru a stabili dacă o funcție este continuă sau discontinuă într-un punct ж0, trebuie să comparăm limita funcției în punctul x0 cu valoarea f (x0) a funcției în acest punct Pentru aceasta, trebuie ca f să fie definită în x0, adică punctul x0 să aparțină domeniului de definiție al funcției f 140 CAPITOLUL VIII FUNCȚII CONTINUE In punctele în care funcția nu este definită, nu are blema continuității sau a discontinuității sens să se pună pro- Astfel, funcția f(x) = tg x nu este definită In punctul x — — așa incit nu trebuie problcma continuității sau spus nici că este continuă, nici că este discontinuă in punctul — J discontinuității în acest punct nu are sens Pentru funcția f(x) = log4 x nu are sens să se spună că este discontinuă In punctul 0 sau in punctul — 3, deoarece nu este definită în aceste puncte P(x) De asemenea, dacă f(x) = > este raportul a două funcții P și Q și dacă x0 este o rădăcină a numitorului Q(x0) = 0, funcția nu este definită in x0, deci nu are sens să se pună problema continuității sau a discontinuității in acest punct, chiar dacă funcția are limită tn sin x De exemplu, funcția f(x) = - nu este definită în punctul 0, deoarece numitorul x sin x anulează în acest punct Funcția are, insă, limită In punctul 0, lim = 1 Totuși, x 0 x vom spune că funcția este discontinuă în punctul 0 Observație Noțiunea precisă de continuitate a funcțiilor a fost dedusă din noțiunea intuitivă de neintrerupere a curbelor, dar aceste două noțiuni nu sînt în totul echivalente Astfel, se nu graficul funcției tg x se întrerupe în dreptul punctului — > dar nu spunem că tg x este disconti- nuă in — (deoarece nu este definită In acest punct) Pe de altă parte, există uncie funcții cărora nu le putem trasa graficul, dar le putem aplica definiția continuității, astfel incit în acest caz nu mai putem compara noțiunea de continuitate a funcției cu cea de neintrerupere a graficului De exemplu, funcția x pentru x irațional 0 pentru x raț ional este continuă în 0 (deoarece) lim f (x) 0 și f(0) — (0), dar nu-i putem trasa graficul, ca să x -0 putem constata că nu se întrerupe in origine Definiți e Se spune că o funcție este continuă pe un interval I, dacă este continuă în fiecare punct din / f(x) - Din considerațiile de mai sus rezultă că, pentru ca o funcție să fie continuă pe un interval /, trebuie ca acest interval să fie conținut în domeniul de definiție al funcției Dacă o funcție este continuă pe tot domeniul ei de definiție, se spune — mai simplu — că este continuă (fără altă specificație asupra mulțimii pe care este continuă) Funcțiile elementare sînt continue într-adevăr (v cap VII §2, §3 Și §6): 1) Dacă P (x) este un polinom, avem lim P (x) = P (z0) X-*Xq § 2 OPERAȚII CU FUNCȚII CONTINUE 141 2) Dacă f(x) — este o funcție rațională si dacă Q (x0) =f=0, avem Q(O limm= x-^oQțx) Q(J0) 3) Dacă x0 > 0, avem lim x“ = xj; dacă x0 = 0 și a > 0, atunci X->Xo lim xn = 0a = 0 x-cO In particular, luînd a = -n > deducem : n limyx"1 = fxo (x0 0) x-»x0 4) lim ax — ax« (a > 0) X*4 5) lim sin x = sin x0 x~x0 6) Hm cos x = cos Xq x—Xo 7) Pentru cos x0 =/= 0, lim tg X = tg x0 Х-Ч 8) Pentru sin x0 =(= 0, Hm ctg x = ctg x0 x->xo Așadar, polinoamele, funcțiile raționale, funcția putere, funcția exponențială яі funcțiile circulare sînt funcții continue (pe tot domeniul lor de definiție) Se va arăta mai departe că și celelalte funcții elementare — funcția logaritmică și funcțiile circulare inverse — sînt de asemenea continue § 2 OPERAȚII CU FUNCȚII CONTINUE Deoarece definiția continuității este bazată pe limite de funcții, o serie de proprietăți ale limitelor de funcții se regăsesc la funcțiile continue 1 Operații algebrice Teoremă Dacă f și g sînt două funcții continue pe un interval 7, f atunci funcțiile f+ g, f- g, fg, ăf (x număr real) sînt continuo pe /, iar este continuă pe domeniul său de definiție (format din toate punctele x e 7, în care g (x) =f= 0) 142 CAPITOLUL VIII FUNCȚII CONTINUE Fie x0 G l un punct oarecare; f și g, fiind continue pe I, sînt în particular continue în #0 Deci: lim f (x) = f (x-0) și lim g (x) = g (x0) X-~tXq X—^-Xq Din proprietățile operațiilor cu limite de funcții (v cap VII, §5) se deduce : lim [f (x) + g (®)] = lim f (x) + lim g (x) = f (x0) + g (a;0), X->A‘0 deci f + g este continuă în rr0 Deoarece a?e a fost ales arbitrar în 7, rezultă că f -j- g este continuă pe tot intervalul 7 f La fel se demonstrează și continuitatea funcțiilor f — g, fg, — ~ 9 Din aproape în aproape, se deduce că suma sau produsul mai multor funcții continue este de asemenea o funcție continuă Exemple: 1) «*) = + cos x + (2x2 + 3) este continuă pe E, ca sumă a trei funcții continue, e*, cos x și polinomul 2x3 -Ț 3 2) f(x) = Fx ax sin X este continuă pe [0, oo), ca produs a trei funcții continue pe [0,oo) 1 u 3) f(x) — — este continuă pe E — {0} ca fiind citul — a două funcții continue— funcția x и constantă u(x) = 1 și funcția identică u(x) = x П + 1 4) f(x) = — este continuă pe [0,co) — {1} deoarece este citul a două funcții Ух— 1 continue pe [0, oo), iar numitorul se anulează în punctul 1 2 Continuitatea funcțiilor compuse Teoremă Orice funcție obținută prin compunerea a două funcții continue este continuă Fie f (x) — 9 (и ( r)) o funcție compusă definită pe un interval 7 Funcția и (x) este definită tot pentru xQ !, iar funcția © (u) este definită pe un interval 7, care conține toate valorile и (x), (x G 7) Fie x0 un punct oarecare din 7 Să arătăm că f este continuă în ,r0 Pentru aceasta, să alegem un șir oarecare (x„) de puncte din 7, convergent către x0: -> x0 § 2 OPERAȚII CU FUNCȚII CONTINUE 143 Funcția и (x) fiind continuă în x0, avem и (x„) —► и (r0); dar 9 (u) este continuă în punctul u0 — и (x0) Dacă notăm u„ = и (xn), avem u„ —> u0, deci 9 («») -> ? (и0), adică 9 (« -> 9 (« (^o)) sau f (x„)-+f (x0) Deoarece șirul (x„) a fost arbitrar, rezultă că : lim fțx) = fțx0), adică f este continuă în x0 Punctul x0 fiind de asemenea arbitrar în I, rezultă că f este continuă pe I Exemple: 1) f(x) = Ух3 — 1 este continuă pentru x 1, fiind funcția compusă a funcțiilor continue 0; X-*A’O 4 2) lim arcsin x = arcsin x0, dacă — 1 C x0 1; x-*x0 3) lim arccos x = arccos xQ, dacă — 1 xo 1î x->xo 144 CAPITOLUL VIII FUNCȚII CONTINUE 4) lim arctg x — arctg x0, oricare ar fi ir0 G R; x-»x® 5) lim arcctg x — arcctg x0, oricare ar fi xQ G R V x->x0 Observație Din cele două teoreme precedente rezultă că orice funcție elementară (v cap VI, § 3, obs 2) este continuă pe domeniul ei de definiție §3 FUNCȚII CONTINUE CARE AU VALORI DE SEMNE CONTRARE LA EXTREMITĂȚILE UNI I INTERVAL Teorem ă Dacă f este o funcție continuă pe un interval [a, ă] și dacă «are valori de senine contrare la extremitățile intervalului, atunci funcțiaȚ ia valoarea 0 cel puțin într-un punct cuprins între a și b Justificarea geometrică a acestei teoreme este următoarea Dacă, de exemplu, /Ța) 0, o extremitate a graficului funcției se află sub axa Ox și cealaltă extremitate se află deasupra axei Ox (fig 85) Deoarece graficul unei funcții continue nu se întrerupe, el trebuie să traverseze axa Ox cel puțin într-un punct în astfel de puncte, funcția are valoarea 0 în figura 85, graficul traversează axa Ox în trei puncte c,, c2, r3 în aceste puncte avem /Țc,) = f (c2) = f (c3) = 0 Se atrage atenția că această justificare geometrică nu constituie o demonstrație § 3 FUNCȚII CONTINUE CARE AU VAL DE SEMNE CONTRARE LA EXTREMIT UNUI INTERVAL 145 Pentru a demonstra teorema să Impărțim intervalul [o, ft] In două intervale de lungime a 4- b egală (fig 86), prin punctul Pentru a face o alegere, să presupunem că f(a) 0 2 Dacă Ia mijlocul intervalului funcția se anulează, teorema este demonstrată, tn caz contrar, notăm cu [a,, ftj pe acela dintre cele două intervale la extremitățile căruia funcția are valori de semne contrare : fțoj 0 împărțim din nou intervalul [Bj, t,] in două -• Dacă tn acest punct funcția se anulează, 2 părți egale, prin punctul de diviziune teorema este demonstrată în caz con- trar, notăm cu [a2, ft2] pe acela dintre cele două intervale, la extremitățile căruia funcția are valori de semne contrare : f(a2) 0 Să observăm că, dacă notăm cu l lungimea intervalului [«, 6], (I — & — a), atunci — at — — și fts — as = — - Procedînd astfel, fie că găsim, după un număr finit de operații de diviziune, un punct In care funcția f se anulează și, in acest caz, teorema este demonstrată, fie că nu găsim nici un astfel de punct în al doilea caz, obținem un șir de intervale : [dl M Z) [d2 M Z) - D [«a > M Z) la extremitățile cărora funcția are valori de semne contrare : ftej 0, Дй2) > 0, , > 0, Șirul extremităților din stingă ale intervalelor este crescător, iar șirul extremităților din dreapta este descrescător : ••• an ^л ••• an l 2" Șirul (a„) este crescător și mărginii de blt deci (v cap III, § 2) are limită : lim an = e 31—00 10—968 Nti CAPITOLUL VIII FUNCȚII CONTINUE Atunci: deci: - «») + «» = — + a» 2" lim b„ = lim - -f- lim a„ = 0 + c = c n - OO Ti— ОС 2” n-» Cele două șiruri ( j Funcția f este continuă în c, deci, deoarece a„ -> c și />„ c, deducem : f(an) ->■ fțc) și -> f(c) Dar, f(a„) > 0 Din aceste două inegalități rezultă că f(r) 0 și teorema este demonstrată Exemple: 1) Fie ecuația sin x == 0 Funcția f(x) - sin r este continuă pe fi și f ~ j = — 1, iar /j ” j = 1 Ecuația are cel puțin o soluție cuprinsă intre — 1 și 1 (Se știe că ecuația are o singură soluție Intre — 1 și 1, aminte x -* 0 ) 2) Fie ecuația xs 3 t3 2 = 0 Funcția f(x) = я* -I- 3x*— 2 este continuă pe fi fiind un polinom Avem f(0) = — 2 și f(l) = 2, deci ecuația are cel puțin o rădăcină între 0 și 1‘ Consecință Dacă o funcție nu se anulează pe un interval I, pe care este continuă, ca păstrează același semn pe intervalul 1 Această consecință permite uneori să stabilim intervalele Ț>e care o funcție continua păstrează același semn Fie f o funcție continuă, pe un interval 7 Să presupunem că funcția se anulează într-un număr finit de puncte din I, pe care să le scriem in ordine crescătoare ; *t-l, *^2? *’•? ‘1'il ^і+ІУ J în fiecare interval (,r;, a:;+]) funcția nu se mai anulează, deci păstrează același semn pe acest interval La stingă lui jj funcția nu se mai anulează, deci la stingă Iui ;rx funcția păstrează același semn De asemenea, la dreapta lui x„, funcția păstrează același semn Pentru a stabili, de exemplu, ce semn au toate valorile funcției în intervalul ( r,-, xi+1), este suficient să stabilim semnul valorii funcției într-un singur punct din (x:, xi+1) Exemple: 1) Fie f(x) = — 4 3 T 4- 2 definită pe fi Funcția se anulează în punctele — și 2 2 Intervalele pe care funcția păstrează același senin sini — oo, Pentru a stabili seninul funcției, luăm valoarea sa in cîte un punct din fiecare interval Astfel, EXERCIȚII 117 f(— 1) — 3, deci in primul interval funcția este strict negativă; f(0) = 2, deci in al doilea interval funcția este strict pozitivă; f (3) = — 7, deci in al treilea interval funcția este strict negativă Aceste rezultate le trecem într-un tablou ; x — oo — — 2 -f- x 2 f(x) — — 0 + + 0 — — Am găsit astfel un rezultat pe care-l putem obține și cu regula seninului trinomului 2) Fie f (x) = -~ definită pe Я — {0, — 1} x2 4- x Punctele in care se anulează numărătorul sint 1 și 2, iar cele in care se anulează numitorul sînt — 1 și 0 Semnul funcției se obține studiind semnul numărătorului și al numitorului Formăm următorul tablou : X — 00 1 0 1 2 4-oo x2 — 3x 4- 2 + 4- + + + 0 0 4-4- x2 4- x + 0 — 0 4- 4- + 4" 4- + fțx) -j- i — 1 + 0 0 4- Pentru stabilirea semnului numărătorului, se pot considera valorile funcției x3— 3x Ț- 2 3 in punctele 0, - , 3, iar pentru stabilirea semnului numitorului, se pot considera valorile 2 funcției x2 4- x in punctele —2,-, 1 2 xi зх l 2 Să observăm că funcția are același semn în punctele in care este definită x2 4- x ca și funcția (x2— 3x 4- 2) (x2 4- x), care se anulează în punctele— 1, 0, 1, 2 Putem forma, deci, dinlr-o dată următorul tablou : x| — oo — 1 0 1 2 oo fțx) | 4- 1-14-0 — 0 4- EXERC1Ț1I Aplicînd direct definiția continuității într-un punct și pe un interval, să se arate că următoarele funcții sînt continue (precizînd și intervalele în care sînt continue) /■(z) = x2 sin x x 4- 1 2 / ( r) = xex — 3e”x 2x — 9 3 /'(z) = 2z2 — 7 r + + 1 4 f(x) = K(4x2 —9)-« + 2 tg z 148 CAPITOLUL VIII FUNCȚII CONTINUE Să se studieze continuitatea funcțiilor următoare : 5 f(x) = x2, pentru 0 2 în general, viteza medie în intervalul de timp dintre Zo și un moment oarecare t este I — lQ 2 Pentru ca această viteză medie să exprime cu o aproximație cit mai bună ceea ce noi înțelegem intuitiv prin viteza pe care o are mobilul in momentul Zo, trebuie să luăm intervalele de timp din ce în ce mai mici, adică trebuie ca t să fie din ce in ce mai apropiat de Sîntem astfel conduși să calculăm limita acestei viteze medii cînd creșterea timpului, t — t0, tinde către zero sau, ceea ce este același lucru, cînd t tinde către Zo Obținem astfel t lim = lim ±g (t + t„) = gt0 § I PROBLEME CARE CONDUC LA NOȚIUNEA DE DERIVATA 151 Această limită se ia, prin definiție, ca viteza o(/0) a mobilului în momentul /0 : v (i0) = £*0- 2 Tangenta Ia o curbă Să considerăm o funcție definită pe un interval I și graficul său (€') (fig 87) Să luăm două puncte d/(l( r0, fțxQ)) și M țx, fțx)) pe (U), și să le unim printr-o dreaptă Obținem secanta Л/П І/ care formează cu axa Ox un unghi a Paralela prin M la Oy întîlnește paralela prin ,U0 la Ox în punctul N S-a format triunghiul dreptunghic M0NM, care are catetele A\l/„ = x — x0 și MN = — f(x) — f(xo)- Unghiul a este dat de egalitatea: X — x0 Dacă luăm alt punct M' țx', fțx')), secanta J/Od/' formează cu axa Ox unghiul a' dat de egalitatea x' — xa Se vede că, pentru valori ale lui x diferite, obținem unghiuri a diferite Unghiul a este, deci, funcție (depinde) de x Ce se întîmplă dacă luăm pe x din ce în ce mai apropiat de r0? Unghiul a se apropie și el din ce în ce mai mult de o valoare %? Sau, ou alte cuvinte, secanta M0TM se apropie, ca poziție, din ce in ce mai mult de o poziție limită M0T (fig 87)? Sîntem, deci, conduși și în acest caz să considerăm limita lim f(x)— X—-Vo x Xa A în cazul cînd această limită există, ea este coeficientul unghiular tga al unei drepte M0T, care este, prin definiție, tangenta la curba (C) in punctul Л/о 152 CAPITOLUL IX DERIVATE § 2 DERIVATA 1 Definiția derivatei Cele două exemple de mai sus, unul din fizică, altul din geometrie, ca de altfel și alte exemple, conduc la studiul limitei raportului — -—— în x ^"o punctul x0 Dată fiind importanța limitei acestui raport, în analiza matematică ea este studiată, în general, independent de problema din care a provenit Fie f o funcție definită pe un interval I și x0 un punct din I Pentru fiecare punct x G I să considerăm raportul x— Xo R (x) este o funcție definită pentru orice x din intervalul /, cu excepția lui x0, unde numitorul (ca și numărătorul) se anulează Deși funcția R nu este definită în x0, se poate pune problema cercetării limitei sale în z0, deoarece există puncte din 1 oricît de apropiate de x0 Definiție Se spune că funcția f este derivabilă în punctul x0, dacă limita lim X->A'o XQ există și este finită Limita însăși se numește derivata funcției f în punctul r0 și se notează f (*o) ■ f'(x0) = lim x — x0 Se obișnuiește de asemenea să se noteze derivata f(x0) cu D(x0) df(X») sau 0 dx Diferența x — x0 se numește adesea creșterea argumentului de la x„ la x, iar diferența f(x) — f(x0) se numește atunci creșterea funcției, corespunzătoare creșterii x — xa a argumen-f(x) ) tului Funcția Л(х) -— este, așadar, raportul dintre creșterea funcției și creș- x — x0 terea argumentului Se poate, deci, spune că : Дх) y(x ) Derivata f’(xu) este limita raportului —-2— dintre creșterea funcției și creșterea x— xo argumentului, ctnd creșterea argumentului tinde către 0 § 2 DERIVATA 153 Să considerăm graficii] funcției f {fig 87) și să presupunem că f este derivabilă în a"0 Din considerațiile de la nr 2 din paragraful precedent rezultă că derivata f'( r0), dacă există, este coeficientul unghiular zn = tg я al tangentei la grafic in punctul Л70 (rr01 f (x0)) Așadar, interpretarea geometrică a derivatei este următoarea : Dacă există derivata atunci graficul are tangentă în punctul (x0, f(x0)), iar fr(x0) este coeficientul unghiular al acestei tangente Exemplu: Fie funcția f( r) = x2 definită pe R Graficul său este o parabolă (fig 88) Să cercetăm dacă această funcție este derivabilăin punctul— Pentru aceasta să formăm f(D — fjyj ~ raportul Л(х): —- = = x -f- - 1 1 S X - X 2 2 1 Acest raport are limită finită în punctul ~ 2 1 - 1 f este derivabilă In — 51 1 — deci lim I * 1V ^2 1 Graficul funcției are tangentă In punctul ( — > deci unghiul format de tangentă cu axa Ox Definiți e Se spune o funcție f este derivabilă pe interval 7 dacă este derivabilă în orice punct din 7 că un Evident, pentru ca f să fie derivabilă pe I este necesar, în primul rînd, ca 7 să fie conținut în domeniul de definiție al lui f Dacă f este derivabilă pe tot domeniul său de definiție, se spune, mai simplu, că f este derivabilă (fără altă specificație) Dacă fiecărui punct x G 7 facem să-i corespundă numărul și coeficientul său unghiular este 1, este — Fig 88 f'(x), se obține o funcție definită pe I, care se notează f |sau Df, sau -‘ j și care se numește funcția derivată a funcției f (sau, mai simplu, derivata lui f) 154 CAPITOLUL IX DERIVATE Trebuie să se facă deosebire între derivata funcției f in punctul x0, care este un număr, f'țx0), și derivata funcției f, care este o funcție, f Derivata funcției /’ în punctul x9, f'(xu), este valoarea funcției f în punctul x0; se scrie uneori : f'(x9) = (f’(r))x-Xa Să aplicăm definiția derivatei pentru calculul derivatelor unor funcții elementare 1) Funcția constantă f(x) = c este dcrivabilă și derivata sa este f'( r) ~ 0 Se serie: c' = 0 într-adevăr, să luăm un punct oarecare x9 și să formăm raportul Rezultă / '( c0)= lim —^To> = 0 Deoarece x9 a fost ales arbitrar, dedu- X-*A'O x cern că derivata funcției constante este 0, în orice punct x G /?, adică /"' (x) = 0 Astfel, dacă ffx) = 5, avem f'(x)== 0, sau 5' = 0; dacă f(x) =—3, avem (— 3)' — 0 etc 2) Funcția identică f ( r) = x este dcrivabilă și derivata sa este f'(x) = 1 Se scrie : x' = 1 Intr-adevăr, fie x0 un punct oarecare Raportul R(x) este în acest caz f(r) — f(xn) X — r0 1 X — xa X — x0 Rezultă : f'(x9) — lim —/fl"' = 1 Prin urmare f'țx) 1, oricare ar X->Xq X ^0 fi x G R Astfel (x)x 4 = 1 (®)x-0 = 1 elc- 3) Funcția f{x) — sin x este dcrivabilă și derivata sa este f'(x) = cos x Se scrie : (sin x)' = cos x § 2 DERIVATA 155 Fie ж0 un punct oarecare Raportul Л( г) este : Да) - ff i'o) sin x — Sin r0 2 2 = 2 cog X ■{- x,, x — x0 X — x0 x — x0 x— x0 2 2 Deoarece lini -Sl” g- — 1, obținem: «~*0 a f'(xa) = lim 1 /(— lim — lim cos—"'—— = Л' Яд ~ ‘Ул Х*4 Д’оі - 2 = 1 • cos — ' —- = cos ,rn 2 0 Deoarece xQ este arbitrar, rezultă că fțx) — cos x, oricare ar fi x Astfel: /'(0) = (sin j;)'x u = cos 0=1; (sinx)' n = cos — = 0 etc x“2 2 4) Funcția f(ix) ~ cos я este derivat) ilă și derivata sa este fțx) = — sin x Se scrie : (cos a?)' = — sin x Fie x9 un punct oarecare Raportul R(x) este : — 2 sin - sin -sin —— f(x) — f(x„) cos x— cos a0 2 2 2 x + -г0 x — x0 x — xe x — x0 x — xa 2 2 Avem : Sin^lA» f'(xo) = lim — »= — lim — lim sin —A» = x-»£0 X — Xq x~>Xq x - Xq x-> vq 2 2 = — 1 • sin To = — sin «0 Deoarece x0 este arbitrar, rezultă că f'(x) — — sin x, oricare ar fi x 4 Astfel: F(0) = (cos x)' л = — sin 0 = 0; (cos x)' n = — sin — 1 etc X“2 2 156 CAPITOLUL LX DERIVATE /7x) Observații 1° Este posibil ca raportul — -"—să nu aibă limită în x0 (deci f să nu x—x0 fie derivabilă In xe), dar să aibă limită la stînga, care se notează ft(x0), și limită la dreapta, care se notează fâ(xu), ambele finite : r„ , f(x)-f(x0) ,„ 4 f(x)-f(x„) f(x0) = bm , = 11,11 • Л ->Л'О X Xq X— A’O X Xq X A’o Se spune atunci căf (x0) este derivata la stingă a funcției fin r0 și că /J(x0) este derivata la dreapta a funcției f in x0 In acest caz există o semidreaptă tangentă Ia grafic in punctul -(Xq, f(x0)), cu coeficientul unghiular fs(x0) — numită semilangentă la stingă — și o semidreaptă tangentă la grafic in (x„, f(x0)) cu coeficientul unghiular f^(xa) — numită semitangentă la ■dreapta Asemenea puncte (xa, f(x0)j se numesc puncte unghiulare ale graficului (fig 89) De exemplu, funcția f(x) = | x | definită pe H nu este derivabilă în punctul 0, dar are •derivate laterale, fs'(0) = — 1 și /Z(0) = 1 într-adevăr: fix) - f(0) |x| —0 = | x | J — 1, dacă x 0 Acest raport are în 0 limită la stingă, egală cu — 1, și limită la dreapta, egală cu 1 în figura 90 se observă că in punctul (0, 0) graficul nu are tangentă, dar are semitangentă la stînga, cu coeficientul unghiular —1, și semitangentă Ia dreapta, cu coeficientul unghiular 1 2° Este posibil ca raportul-^2 să aibă în x0 limite laterale infinite (egale sau diferite) în acest caz, graficul funcției are in punctul (xa, f(x0)) semitangente laterale $ 2 DERIVATA 157 paralele cu axa Oy Dacă limitele laterale stnt diferite, cele două semitangente stat suprapuse, iar (ze, f( r„)) se numește punct de întoarcere al graficului (fig 91) Fie, de exemplu, funcția f(x) = У| x | definită pe R; să formăm raportul fî(r) corespunzător punctului 0 : Acest raport are in 0 limită la stingă egală cu — oo și limită ambele oo, Dacă limitele laterale sînt ambele — oo sau /■/ f(x I ''' ! —-— este egală, respectiv, cu — eo sau * x0 , f(x) — f(r0) vabilă, totuși limita lim — — х-нг, x — x0 se notează tot cu f (x0) și se numește Încă derivata funcției f in x9 Cele două semitangente laterale sini in prelungire, deci graficul arc în punctul (x0, f (x0)) tangentă paralelă cu axa Oy (fig 93) în acest caz, tangenta traversează graficul, iar (x9, f (x9)) se numește punct de inflexiune graficului Fie, de exemplu, funcția definită pe prin {] [ x |, dacă x ,r - — У | x [ , dacă x o x — 0 | r | у | x | dacă x A‘o X X-* Vo Dar punctul x0 a fost ales arbitrar în /; rezultă deci că funcția h este derivabilă in orice punct x G 1 și Л'(ж) = f'(x) 4- g'țx) sau h' = (’-}- g't adică f'(x)g(x) + f(x) g'(x), sau h'=^f'g + fg't adică: (fgY f'g + fg’’ § 3 OPERAȚII CU FUNCȚII DERIVABILE 161 Teorema 2 se enunță simplificat astfel : Derivata produsului a două funcții este egală cu derivata primei funcții înmulțită cu cealaltă funcție, plus prima funcție înmulțită cu derivata celeilalte Din aproape în aproape se deduce că produsul ff2 f„ a n funcții derivabile este de asemenea o funcție derivabilă și: (Л ' fz ‘ fs ' ••• ’ fn)' — f'ifî — f» + fifi ■■■ f» + ••• + fif? ff = ■ -1 De exemplu, în cazul a trei funcții, Д, f2, f, formula se demonstrează astfel, folosind formula de derivare a produsului a două funcții (fW = (ЛАГА +■(№& = [fif + ША + Шз=Шз + Шз + ЛЛ/А în particular, pentru produsul a n funcții egale cu f, termenii sumei, in număr de n sînt' egali între ei și egali cu nfnlf, deci (/•■>)' = f Această formulă va rezulta, mai departe, și din teorema de derivare a funcțiilor compuse Teorema 3 Dacă f este o funcție derivabilă pe un interval 7, atunci funcția cf este derivabilă pe /, oricare ar fi numărul c, și Intr-adevăr considerînd funcția constantă g(x) = c, rezultă= 0 și /g = c f deci (cf)' = (fg)' = fg + fg' = fc + f ■ 0 = cf în particular, luînd c = — 1, se obține : (-/•)'= -r Exemple: î) f (x) — x”, fțx) — nx"'1 Se scrie : (xn)' = nx"~l 162 CAPITOLUL IX DERIVATE 2) f(x') = ax", f'(x) = nax"~l 3) Orice polinom P(x) = a„x" 4* «,, i + ■■■ + й2яа + ai^ + ao esCe o funcție derivabilă și derivata sa este: P'(x) = na„xn~' (n — l) x,n “ 4- 4- 2a,x 4- «v 4) f(x) — 3x2 -I- 4x 4- 2, f'(x) = 6x 4- 4 5) f(x) — x sin x, f'(x) — sin x 4* 1 cos *• 6) f(x) X sin X cos X f'(x) = sin X COS X 4- 35 COSS X — X sin2 X — — — sin 2x 4- -r cos 2'T 2 7) f(x) = (x2 — 1)2““ f(x) = 200(a? — l)I0e (x2 — 1)' = 400x(xs — 1)1” 8) ffx) = sin5 ?, f'(x) == 5 sin4 x cos x, în particular , (я) ,t~\ 5ІГ2 Г(0) = 0, Г - =0, Г - = - 1 2) ț 4 ) 8 Teorein a 4 Dacă funcțiile f și g sînt derivabile pe un interval I, atunci funcția — este derivabilă în toate punctele în care este definită (în care 9 numitorul nu se anulează) și Fie ,ra un punct oarecare în care funcția h = — este definită, deci în 9 care numitorul nu se anulează, g(x0) 0 Să formăm raportul Rțx) pentru această funcție: f(x) /(x0) Л(х) — Л(Хр) g(x) j?(xD) f(x)țf( r0) f(x0)g(x) = x — x0 x — x0 g(x) g(x0) (x — xa) = 9(xo> ~~ g(-r0> + f(xo) gOfă — fi1'»') g(x) 90) OOo) O — *0) -Ы 90)g0o)i x — X~xa J (S-a scăzut și s-a adunat la numărător f(x0)g{x0) ) Funcția g este derivabilă în x0, deci este continuă in xw și, prin urmare, lim g (x) = g (x0) =f= 0; termenii din paranteză au limită în X->Xo § 3 OPERAȚII CU FUNCȚII DERIVABILE 103 Rezultă că și raportul inițial are limită in a?0, adică funcția h este derivabilă în x0 și derivata sa este Л'(*о) = lim ± Xo T “ 7—A / ; [lim Л r) ~f ха x—x0 J Х->Л’о IsK^olI lâ't-Vo)]2 Deoarece x0 a fost ales arbitrar în I, astfel ca g (,r0) 0, rezultă că funcția h este derivabilă în orice punct x în care este definită (în care numitorul nu se anulează) și h'țx) = r(*)g(x)-/•(*)/(*), sau h, = adică ny ^f'g-fg' 1S(*)1! gi \g) g2 Exemple: 1) Orice funcție rațională, f(x) = + "n * este o funcție de- * + 4- Ь,х -Ț ba rivabilă în toate punctele în care este definită (în care numitorul nu se anulează) ca fiind un raport de funcții derivabile а:3 -4- 3 Pentru f(x) - X— 1 avem : = (x2 4- 3)' (x — 1) — (x3 4- 3) (x — 1/ 2x(x—1)—(x3 + 3) x3 — 2x — 3 (x—l)3 (x— l)3 (X — l)3 Tn particular : f'(— 1) = 0, f'(0) = —3, f'(2) = — 3 2) Funcția f (x) = tg x este derivabilă pe tot domeniul ei de definiție, (x (2Л + 1) — » k întreg), si /'(a?) = —-— = 1 + tg2 x Se scrie : 1 2 ) cos3 x (tg X)' = 1 COS3 X Într-adevăr, tg rc = *in J și pentru cos x =f= 0 se aplică regula de deci-COS X vare a citului: , , (sin x)' COS X -(cos X)' sin X COS X cos x 4- sin X sin X f (®) = -Г -= -Г COS2 X cos2 X cos2 x 4- sin2 x 1 Uo La numărul precedent s-a arătat că, aplicind funcțiilor derivabile operațiile algebrice, se obțin tot funcții derivabile In acest număr se va arăta că, dacă se aplică funcțiilor derivabile operația de compunere, se obțin de asemenea funcții derivabile (u0) = [ (n(x)) : Fie x0 un punct oarecare în care funcția f(x) este definită (deci în care și u(x) este definită); să notăm u0 = u(x0) Funcția Ао X - Xo X->Xo X Xo = h>'(«o) — Hm “ (“(*))! lim 1 ~ "(- ) • W (x0) = Л’о x-»xo X — x0 Deoarece x0 a fost ales arbitrar, rezultă că funcția f (x) = ț>(u(x)) este derivabilă in orice punct x in care este definită și: f ( *) =■■ ț>'(u(x)) • u'(x) Observații 1° Dacă în egalitatea fțx) = yțuțx)) nu se mai pune în evidență argumentul x, se scrie f = 5 (2x + I) Г (X) = - 5 (z2 + x 1)-" (x2 4" * + 1)' = — - - (X2 + X -f- 1)* 4) f(x) ~ sin (2x + 5); f'( r) = [cos (2x 4- 5)] (2x 4- 5)' == = (cos (2x -|- 5)] • 2 = 2 cos(2x -,- 5); f' {—ȚȚ~)= 5) f(x) = cos (Зх2 + 2x+ 1); f'(x) = [ — sin (3x2 4- 2x 4- 1)1 (3x2 + 2x + 1)' = = •— (6x + 2) sin (3x2 + 2x + 1); f'(0) = — 2 sin 1 6) f(x) = tg -; Г(х) -— X « 1 cos2 — X 1 X3 I , 1 cos2 — X 7) f(x) = sin3 x; f'(x) — 3 sin2 x(sin »)' = 3 sin2 x cos x 8) Ț(x) = cos4(x2 + 1); f'(x) = l cos3(x2 -|- 1) [cos (x2 + l)f = = 1 cos3(x2 + 1) [— Sin (X3 + 1) (X2 + 1)'] = = — 4 cos3(x2 + 1) sin (x2 + 1) • 2x = — 8x cos3(x2 4-1) sin (x2 4-1) § 4 DERIVATA FUNCȚIILOR INVERSE S-a arătat in paragraful precedent că operațiile algebrice și operația de compunere, aplicate funcțiilor derivabile, conduc tot la funcții derivabile în acest paragraf se va arăta că, în anumite condiții, prin inversarea unei funcții derivabile se obține de asemenea o funcție derivabilă 168 CAPITOLUL IX DERIVATE T e or e m ă Fie f o funcție strict monotonă și 9 funcția sa inversă Dacă f este derivabilă într-un punct a'o și dacă f (^o) 0, atunci funcția inversă 9 este derivabilă în punctul corespunzător t/0 — /%r0) și: Ipoteza afirmă ей : lim jf-ма x— xe deci, conform definiției limitei unei funcții intr-un punct (v cap VII), dacă xn -* г, (г - ru) atunci: în consecință (v cap III): x„ — xa , 1 f (xn) 1 (Хи) / (’Tq) Să observăm că, deoarece p0 = f(x0), avem - 9 (y0) ți că y„ = f(xn) dacă, și numai dacă, x„ = 9 (p„) Trebuie să arătăm că derivata funcției — ? I Уп — Уо ГШ Dar: ?( '/«) — ф(У9) xn — xa Un — Уо f(x„) — f(x0) Funcția inversă ț> fiind continuă * in tja, avem o (yn) -> adică xnxa; deci, după cum s-a observat mai înainte, Xn — Xp t î f{x») /(a„) f (a‘o) adică: este continuă în punctul corespunzător y0 = f (r0) (v cap VIII) § 4 DERIVATA FUNCȚIILOR INVERSE 169 și deci: 9' (2/o) = lim ѵ-*Уо У — Уо Justificarea geometrică a acestei teoreme este următoarea : Graficele funcțiilor /’ și ?'( 0; să arătăm că f este derivabilă în ж0 formăm raportul Pentru aceasta să R(x) = /(*) — x—x0 In X -ІП X„ 1 , X ■ -— - = -• In — • X — Xq X Xq Xq împărțind și înmulțind în fața logaritmului cu x0, apoi observînd că R(x) = - = *» + *-*<>■ = 1 | , Obținem : Я'о -Tq -Tq ț 5 DERIVATA FUNCȚIEI LOGAR1TMICE SI EXPONENȚIALE 171 «a Dar lim 11 + -X~ ‘Ta-r~*° = e; deoarece funcția logaritmică este con-tinuă, deducem : *0 *0 lim In [1 + л ~~ |J~X° — In lim 11 4- — -lî-U—*a— In e = ' ■ X-^ Vq t ^0 / X-*xq\ / Așadar: *0 f (ж0) = lim 1 limIn j 1 + W = 1 • Х“»Л0 & '^0 л’о x->*o ' / ^0 Deoarece xQ a fost arbitrar, deducem că pentru orice ж > 0, funcția In ж este derivabilă și (In ж)'= — • x Consecințe 1) Oricare ar fi a>0, a=f=l, funcția logaritmică fțx) = 1оеаж este derivabilă pe (0, 4- oo) și derivata sa este f'țx) =——Se-scrie: Intr-adevăr, se știe că In ж = In й log , ж (v cap IV), și, deci: Дж) = log ж = -^- In a Deoarece In ж este derivabilă, rezultă că și log ж este derivabilă, și: Г (*) = -7— x In a 2) Ținînd seama de regula de derivare a funcțiilor compuse se obțin formulele următoare (unde и este o funcție derivabilă) : (In и)' =■ — u I (Ioga w)' = —îi— и In a 3) Funcția fțx) = In I ж| definită pe R — {0} este-derivabilă și 172 CAPITOLUL IX DERIVATE într-adevăr, considerînd In | x | ca o funcție compusă și ținînd seama că f 1, dacă (I*!) = ’ ț — 1, daca x >0 x 0, a^tl), definită pe (0, oo), este funcția exponențială I о г— I 1 4) f(x) = e ; f'(x) —e ; f'( - 1) = - - • (x — 1/ * 3 Derivata funcției putere Funcția putere f(x) — xil (a real) definită pe (0, 4- oo) este derivabilă, și f (x) — axtt 1 Se scrie : (xa)' = as*-1 într-adevăr 1 п a In x ^ж) = ^=е101 =e deci funcția putere este o funcție compusă; derivînd după regula de derivare a funcțiilor compuse, se obține f'(x) = e“Inx(a—j — xa (x—j = a®a 1 1 vl 1 v"1 1 T ‘ în particular, pentru a= —> avem l c I ’=~x zX 1 2x - adică: 174 CAPITOLUL IX DERIVATE Ținînd seama de regula de derivare a funcțiilor compuse, se obține Exemple : 1) f(x) bl3 — 5x» + 2, Г (x) = г 10 - ₽ 2K2r> —5x»+2 x(3x — 5) , K2x» — 5хг + 2 ’ 3) 7(-r) = y(sin x 4- 2xs)2 = (sin x 4- 2 x5)3 ; f'(x) = — (sin x -|- 2x5) 3 (cos x 4- 10 x4) = 2 ^co 0, funcția fțx) = x“ este definită pe semidreapta Închisă [0, oo) Dacă a> 1, funcția este derivabilă și în 0 și derivata sa se obține tot din formula de mai sus : Г(0) = a0°-i = 0 într-adevăr, să formăm raportul R (x): f(x) — f(0) X® — 0 x® n ЕЯ - x — 0 x — О X și deoarece a — 1 > 0, lim ' '• x-«-0 X—0 = lim x®-1 = 0, adică f'(0) = 0 Dacă, însă, 0 0 pentru orice x G I, atunci funcția fțx) = и (z)v este derivabilă pe I și f = vu^1 u' + uvv' in u § 6 DERIVATELE FUNCȚIILOR CIRCULARE INVERSE 175 într-adevăr : у gli;/ glnu° — gi'lnu Derivînd acum ca o funcție compusă, se obține : f — evin,‘ (v In «)' = e°In" p' In и -4- v j — uv (V In u + u — = UVv‘ In U 4* VU~ — = uv v' In ll + 0йо 1 w' u în concluzie : Funcția u° se derivează considerînd întîi v constant și derivînd ca o putere, apoi considerînd и constant și derivînd ca o funcție exponențială, și adunînd cele două derivate Pentru a reține această regulă, convenim să scriem (»*)' = (ullcy + («:)', unde indicele c arată că funcția respectivă se consideră constantă Exemple: 1) f (r) = x*; f (x) = x • xx 1 + X* In X = Xх (1 -|- In x); f (1) = 1 2) f (x) = (sin x)x; Г (x) = x (sin x)i l cos x -j- (sin x)x in sin x = = (sin x)* (x ctg x + In sin x); f 0 3) f(x) = (x2 + 2x) ; f (x) = У x (x2 + 2x) •4- (x2 + 2x)V * !n 0, pentru — (у) — aresin у este derivabilă și derivata sa este data de egalitatea : (aresin y)' — 1 (sin X)' 1 1 1 COS X /1—sin- X f 1 Notînd acum cu ж argumentul funcției aresin, se obține formula (aresin ж)' = — 1 0 pentru 0Z ж<>) Avem f (0) = /’' (re) = 0, deci în punctele corespunzătoare f(0) = cos 0=1 și f cos - = — 1, funcția inversă nu este derivabilă Deoarece pentru 0 1) ax'l~l [0, 4- со) 6 xa (a 0, а ф 1) ax in a R 1 18 In X — (0, 4- = 0, а 1) — (0, 4- oo) x In a 20 In | x | 1 Л —{0} X Î80 CAPITOLUL IX DERIVATE § 7 DIFERENȚIALA 1 Definiția diferențialei Fie f o funcție derivabilă pe un interval I și t0 un punct din 7; fie f (x0) derivata lui f în ,r0: f(a:0) = lim-fW~f(T — H®o) Г («o) (x — жо)- Dacă se notează x — x0 = h, atunci ж = ж04-Л; relația precedentă se scrie astfel: + *) —f(®o) și exprimă faptul că, pentru creșteri Л suficient de mici ale argumentului, de la x0 la x0 4- h, creșterea corespunzătoare f (x0 4- h) — f(x0) a funcției poate fi aproximată cu produsul f (x0) h Atît creșterea funcției, f(xu 4* Л) — ■—f(x0), cit și produsul f (x0) h sînt funcții de h : la diferite creșteri h corespund diferite creșteri ale funcției, respectiv diferite produse f'(x0)h (adică § 7 DIFERENȚIALA 181 diferite aproximații ale creșterii funcției) Evident, cu cit creșterea h este mai mică (cu cît x este mai apropiat de x0), cu atit f (x0) h este mai apropiat de f (x0 + Л) — f (x0) (deci eroarea comisă în aproximație este cu atît mai mică) и Definiție Funcția f (x0) h (cu argumentul h) se numește diferențiala funcției f in punctul x0 și se notează df (x0) : df (*o) = f (*o) h Din cele de mai sus rezultă că diferențiala df (x0) aproximează creșterea f (x0 -|- h) — f (x0) a funcției : f(x0 + h) — f (x0) « df (x0) Diferențiala funcției f într-un punct oarecare x G I se scrie df{x) = f (x) h De exemplu, pentru f (x) = x2 + 1, se obține df(x) = d (x2 -ț- 1) = 2 xh Pentru funcția identică cp (x) = x, avem dep țx) = d (x) = x'h = h Așadar, diferențiala d (x) a funcției identice este egală cu creșterea h a argumentului In loc de d(x) se obișnuiește să se scrie, mai simplu, dx : dx = h în loc de diferențiala funcției identice, dx se numește, mai simplu, diferențiala argumentului Făcînd raportul dintre diferențiala lui f și diferențiala argumentului, se obține : ,xy dx I) Derivata lui f (x) este deci egală cu raportul a două diferențiale: diferențiala lui f (x) și diferențiala lui x Se justifică astfel una din notațiile derivatei indicate in § 2 : f'(x)= df(x) dx Rezultă deci : df (x) = f (x) dx Așadar, diferențiala lui f este egală cu produsul dintre derivata lui f și diferențiala argumentului Observație Modul în care se notează argumentul nu este esențial Se poate scrie : df (u) = f (u) du, df (t) = f (t) df etc 182 CAPITOLUL IX DERIVATE Exemple : 1) /(x) = x2 4- 2; df(x) = d(x2 4- 2) = 2 xdx Penlru x = 1, se obține df (1) = 2 dx, Se observă că df(l) este funcție de dx; de exemplu, 1 1 pentru dx = — , valoarea acestei funcții este 2 000 1 000 Penlru x = 2, se obține df (2) = 4 dx Diferențiala d/'(2) este de asemenea funcție de 1 2 dx: de exemplu, neutra dx = ■, valoarea acestei funcții este • 2 000 1 000 2) g (ii) — sin 3u; dj (u) = d sin 3u = 3 cos 3u du 3) u(f) = ; du (f) = d (jdf Interpretarea geometrică a diferențialei este simplă (fig, 96) Creșterea da: a argumentului este lungimea catetei MN din triunghiul tițiala f'(x) ds este lungimea catetei NT Creșterea f (x -ț-+ d») — f (a?) este lungimea segmentului ЛГЛГ Pentru creșteri dx suficient de mici ale argumentului, segmentele NT și NAT sînt aproximativ egale Așadar, în jurul punctului M, pe o porțiune suficient de mică, graficul poate fi înlocuit cu un segment al tangentei Diferențialele vor fi folosite în capitolul XI pentru calculul integralelor Deoarece de multe ori este mai ușor de calculat diferențiala decît creșterea funcției, diferențiala se folosește pentru calculul cu aproximație al creș terii unei funcții, corespunzătoare unei anumite creșteri a argumentului, în ceea ce privește evaluarea erorii comise prin această aproximare, diferențialele nu dau nici o indicație Exemplu Să se calculeze cu cit crește aria unui cerc de rază 98,5 m, dacă raza crește cu 0,1 m Aria A a cercului este dată de egalitatea A — f (R) = nR2, deci dA = 2itR df? Avem R = 98,5, dfi=0,l, deci dA = 2тг ■ 98,5 ■ 0,1 61,858 m2, Creșterea exactă a ariei este r (R 4- df?)2 — ttZ?2 = - • 98,62 — тг • 98,52 = я (98,62 — 98,52) = к (9721,96 — 9702,25) = = ж ■ 19,71 « 61,8894, Se vede din acest exemplu că se calculează mai ușor diferențiala decît creșterea ariei § 7 DIFERENȚIALA 183 2 Reguli de diferențiere Din fiecare regulă de derivare se obține o regulă de diferențiere, înlocuind derivata unei funcții cu diferențiala sa : 1) d (u + u) = du -ț- du; d (u — v) = du — du; 2) d (uu) = udu + udu; d (cu) = cdu; Pentru exemplificare, să demonstrăm formula diferențialei produsului: d (uu) = (uv)' dar = (u'u + u'u) da? = u'uda1 + f'udir = = v (u'dz) + u (u'dai) = vdu + udu La fel se demonstrează și celelalte formule : Exemple: x (a* + 1) dx — xd ( r2 + 1) (x2 4- 1) dx — x ■ 2xdx 1> d x2 + 1 ~ (x2 + l)2 (x2 + l)2 x2 + 1 — 2x2 x2 — 1 = — ■—-— dx = — - dx (x2 4- l)2 (x2 + 1)® 2) d(e* sinx) = sinx ■ de* -ț- ex • d(sinx) = sin x • e*dx + ex cos x dx = ev(sin x + cos x) dx 3 Diferențiala unei funcții compuse Fie f(u(x)) o funcție compusă, derivabilă pe un interval Z Derivata sa este : [f (« (*))]' == Г (и (®)) • и' (®) și diferențiala sa este : df (u (x)) = [f(u (ж))]' da; = f (u (x)) ■ u' (x) dai Dar u' (я) da: este diferențiala funcției u (a:) : du (x) = u' (x) da:, astfel incit diferențiala funcției compuse se scrie : df (u (x)) — f (u (x)) • du (a?) 4 184 CAPITOLUL IX DERIVATE Dacă nu se mai pune in evidență argumentul ж, această egalitate se scrie astfel : V df(u) = f'(u) dw Trebuie reținut că, în această egalitate, и nu este variabilă independentă, ci o funcție de x Totuși, formal, această egalitate se prezintă ca și cînd f (u) nu ar fi o funcție compusă, de argumentul x, ci o funcție al cărei argument ar fi u Această formulă ușurează de multe ori calculul diferențialei unei funcții compuse Din regulile de derivare a funcțiilor elementare compuse se obțin imediat regulile de diferențiere a acestor funcții: 1) du” = nu" 1 du (n natural) 2) du~n ■ —nu-"'1 du (n natural) 1 3) d țu = -~n— du 21u 4) d sin u = eos u du; d cos и = — sin и du 1 1 5) d tg u = —— du; d ctg u = — du cos3 u sin3 u 6) d arctg и = —-—• du; d arcctg u = -— du, 1 + u3 1 u3 1 , J 1 7) d aresin u— du; d arccos u = du У1 — u3 fi — u2 8) da" == a" In a du 9) d In и — — du u Exemple : d (,3x + 2)s = 5 (3x + 2)* ■ d (3x 4- 2) = 5 (3x 4- 2)’ ■ 3 dx = 15 (3x + 2)‘ dx 1 3 d - = d (7X2 + l) 3 = — 3 (7X2 4- 1)- 4 ■ d (7x2 4- 1) = - 14 r dx = (7x2 4- l)3 (7x2 4- 1)« 42 x = — — - dx (7x2 4- 1)* df sin x = r ■ d (sin x) - —■ cos x dx 2r sin x 2f sini d (sin ex) = cos ex - de1 = ex cos ex dx d(tg In x) = d(In x)= - dx cos2 In x cos2 In x x 5 8 DERIVATE DE ORDIN SUPERIOR 185 d (arctg ]'x) = - ■ 1 1 -—ÎT= dx- + x 2 lx d (In sin2 ж) — —-—- • d (sin2 x) = —-—- 2 sin x • d (sin x) = sin2 x sin2 x 1 -2 sin r ■ cos x • » /(3): fW — f; fă) = f ; f& = f" ; /W = f’" In general, derivata de ordinul n (n natural), dacă există, se notează cu fă') sau Dnf și se definește ca fiind derivata derivatei de ordinul n — 1 : fă>) = sau 7>7= D (D’-^f) 186 CAPITOLUL IX DERIVATE Exemple: 1) f(x) = a; f(x) = 0, f"(x) = O, f(nl(x)=O, (n > 1) 2) ? (x) = x; д' (x) = 1, g" (x) = 0 ff(") (x) = 0, (n > 2) 3) Л (x) = sin x; Л' (x) = cos x; h" (x) = — sin x; h"’ (x) = — cos x; hIV(x) = sin x, în particular: h' 2 Rădăcinile multiple ale unui polinom In acest număr vor fi studiate cu ajutorul derivatelor de ordin superior rădăcinile multiple ale polinoamelor Fie P (x) un polinom Să considerăm ecuația P (x) = 0 Pentru prescurtare, rădăcinile acestei ecuații se numesc rădăcini ale polinomului P (x) ;; Se știe din clasele anterioare că a este rădăcină a polinomului P (x) dacă și numai dacă P (x) este divizibil cu (x — a), deci dacă și numai dacă există un polinom Q (x) astfel incit să aibă loc identitatea P (x) = (x — a) Q (x) Polinomul Q (x) are gradul mai mic cu o unitate decît gradul lui P (x) De asemenea, se știe că a este o rădăcină multiplă de ordinul k (k 0) a polinomului P ( r), dacă și numai dacă există un polinom Q (x), astfel incit P (x) — (x — a)k Q (x) și Q (a) =/= 0 Cînd k = 1, 2, 3, , numărul a se numește — respectiv — rădăcină simplă (de ordinul 1), dublă (de ordinul 2), triplă (de ordinul 3) ș a m d In cazul cînd k = 0, a nu este rădăcină a lui P (x) ; se spune că a este rădăcină de ordinul zero a lui P (x) I) Dacă a este o rădăcină de ordinul k^l a polinomului P (x), atunci a este rădăcină de ordinul k — la derivatei P' (x) într-adevăr, dacă a este rădăcină de ordinul k a lui P (x) se poate scrie identitatea P (x) = (x — a)k Q (x), (unde Q (a) =£ 0) Prin derivare, se obține : P'(x) = k{x—a)*-1 Q(x) + (x—a)k Q'(x) = (x— a)* 1[A Q(x) -f- (x—a) Q' (x)] § 8 DERIVATE DE ORDIN SUPERIOR ’ 187 Dacă notăm Q1 (x) = kQ (x) 4- (x — a) Q' (x), rezultă : Qi (a) = kQ (a)^0 Și P'(^) = (® —в)М («) 0 într-adevăr, dacă a este rădăcină de ordinul k a lui P (x), atunci, conform proprietății 1, a este rădăcină de ordinul k— la Iui P’ (x), deci rădăcină de ordinul k — 2 a lui P" (x) ș a m d , deci rădăcină simplă a lui (x) și deci nu este rădăcină a lui P1*1 (x) Reciproc, dacă P (a) = 0, P’ (a) = 0, P»4-1) (a) = 0, P (a) 0, 188 CAPITOLUL IX DERIVATE din proprietatea II rezultă că, deoarece PW (а) =f= 0, a este rădăcină simplă a lui P(il>(x), deci rădăcină dublă a lui P '(!) = 42^0; P(l)^ 1 —1 —1 + 1 = Q; și P'(1) = 5 — 4 —1 = 0; și P"(l) = 20—12 = 8 =£0; § 9 APLICAȚII ALE DERIVATELOR ÎN FIZICĂ 1 Viteza în mișcarea rectilinie Să considerăm un mobil M care se mișcă pe o dreaptă Ox (fig 97) și să presupunem că se cunoaște — în fiecare moment t — abscisa s a poziției mobilului Această abscisă este funcție (depinde) de timp, s țt) La începutul capitolului a fost definită viteza u(te) , -у -~pe care o are mobilul cînd trece prin г tpunctul Af0, corespunzător momen- 0 M, M tului t0, ca fiind limita următoare: Fig-97 v(/n) = lim —5 Dar, limita din membrul drept este derivata s' (t0) a funcției s (г) în punctul t0, deci v (t0) = $' (t0) = • dl Așadar: Viteza în mișcarea rectilinie este derivata spațiului in raport cu timpul § 9 APLICAȚII ALE DERIVATELOR TN FIZICA 189 De aici rezultă, în particular, că dacă mișcarea este uniformă, viteza este constantă într-adevăr, în mișcarea uniformă legea de mișcare este : s (Z) = aZ + b, deci v (Z) = a Exemple: 1) Dacă mobilul se mișcă pe axa Ox după legea s (/) = 2Z — 3, viteza sa este » (Z) = s' (l) = 2 Viteza mobilului este constantă, fapt care se explică prin aceea că mișcarea este uniformă 2) Dacă legea de mișcai e pe axa Ox este s (/) = 3Z« — 2/ + 1, viteza sa este v(t) = 12 P — 2 La momentul t = 0, mobilul are viteza v (0) = —2; la momentul / = 1, viteza este i>(I) 10 2 Accelerația în mișcarea rectilinie a) Să considerăm un mobil în mișcare rectilinie Să presupunem că viteza sa este u(Z) = 2'4-1 Viteza nu este constantă, deci mișcarea nu este uniformă Ne interesează în aceste condiții creșterea vitezei in unitatea de timp Creșterea vitezei de la Z = 0 la Z = 1 este : o (1) — o (0) = 3 — 1 = 2 Creșterea vitezei de la Z = 1 la Z = 2 este : v (2) — o(l) ~ 5 — 3 = 2 In general, creșterea vitezei de la Z = Zo la Zo -ț- 1 este v (Zo + 1) — v (Zo) = 2 (Zo 1) -j- 1 — (2z0 + 1) = 2 Așadar, în orice interval de timp de o secundă, viteza crește cu 2 m/s Dacă măsurăm creșterea vitezei v (Z2) — v (tf) între două momente oarecare Zj și Z2 și împărțim această creștere a vitezei la creșterea Z2 — Zj a timpului de la Іл la Z2, obținem : v (i2) — v (/,) 2/, + 1 — (2/, + 1) = 2 - /,) 2 190 CAPITOLUL IX DERIVATE Așadar, raportul dintre creșterea vitezei și creșterea timpului este constant, sau — altfel ^pus — creșterea vitezei este proporțională cu creșterea V timpului Dacă intr-o mișcare, creșterea vitezei este proporțională cu creșterea timpului (adică dacă v (?) = at + C), raportul constant dintre creșterea vitezei și creșterea timpului se numește accelerație în acest caz se spune că mișcarea este uniform accelerată b) Să considerăm acum un alt mobil în mișcare rectilinie și să presupunem că viteza sa este V (Z) = Z2 Să calculăm și în acest caz creșterea vitezei într-o secundă o(l) —o(0) = 1, v(2) —v(l) = 4 — 1 = 3, o (3) — v (2) = 9 — 4 = 5 Observăm că, în intervale de timp egale, creșterea vitezei nu este aceeași, în general, raportul — — A-'o p p - = A + io ‘1 se modifică o data cu t0 și tv Acest raport poate fi considerat ca o accelerație medie a mobilului în intervalul de timp de la t0 la Zlt în sensul că un mobil în mișcare uniform accelerată cu accelerația at și-ar modifica viteza în intervalul de timp de la t0 la t1} cu același număr de m/s ca și mobilul considerat Pentru intervalul de timp de la t0 la alt moment Z2, accelerația medie este : „ v lo care este, prin definiție, accelerația a (t0) a mobilului în momentul l0 al trecerii sale prin poziția Jf0 Dar, limita acestui raport este derivata v' (t0) a funcției o (Z) Așadar a (t0) = v' (t0) § 9 APLICAȚII ALE DERIVATELOR IN FIZICA 191 Accelerația în mișcarea rectilinie este derivata vitezei în raport cu timpul Ținînd seama de faptul că viteza este la rîndul său derivata spațiului, deducem că: Лссе/егаііа în mișcarea rectilinie este derivata a doua a spațiului în raport cu timpul Exemple: 1) Dacă mobilul se mișcă după legea s (t) = al Ț- b, viteza sa este и (!) — a (viteza este constantă, ceea ce se explică prin faptul că mișcarea este uniformă), iar accelerația sa este a (t) = 0 Așadar, într-o mișcare uniformă, accelerația este nulă 2) Dacă mobilul se mișcă după legea s (/) = a/3 + Ы -j- c, viteza sa este o (/) = 2 al + b, iar accelerația sa este a (/) = 2a Accelerația este constantă, ceea ce se explică prin faptul că mișcarea este uniform accelerată 3 Debitul unui lichid Să considerăm un lichid în scurgere (de exemplu apa prin robinet) Să notăm cu Q (t) cantitatea de lichid care se scurge în intervalul de timp t, începînd de la un anumit moment de referință, pe саге-l notăm cu 0 Pentru a măsura cantitatea de lichid scursă între momentele tt și t2 se face diferența Q (t2)—Q (fj) Dacă în intervale egale de timp se scurg cantități egale de lichid, se spune că debitul lichidului este constant în acest caz se numește debit cantitatea de lichid scursă în unitatea de timp Putem calcula debitul, făcînd raportul Q da) - Q (Q (/) = 312 — , / t v/ 2Fi + 1 2) Q (/) = e‘ ; D (t) = e> 4 Intensitatea curentului electric Un curent electric care trece printr-un conductor se poate asemăna cu un lichid de scurgere printr-o conductă Putem vorbi și în acest caz de cantitatea de electricitate Q (/) scursă prin conductor într-un timp t, începînd de la un anumit moment de referință Putem vorbi de asemenea de debitul de electricitate ca fiind derivata cantității de electricitate în raport cu timpul Debitul de electricitate se numește intensitatea curentului electric și se notează cu I : i (t) = Q'(*) = %■ dl 5 Densitatea liniară a unei bare ( a unei repartiții liniare de masă) Să considerăm o bară OA (fig 98) Să notăm cu m (x) masa porțiunii Ox din bară Dacă diferite porțiuni de lungime egală au mase egale, se spune că bara este omogenă împărțind masa m (Xj) — m (x0) a unei porțiuni (x0 xx) v din bară, la lungimea sa xx — x0, —| t Zj-obținem densitatea liniară p a barei: 0 x A m (*i) — m (r0) Fig 98 p - ——— xi — xo Dacă bara nu este omogenă, raportul m (xt) — m (z„) X1— xu se numește densitatea medie a porțiunii ( r0 xx) O altă bară omogenă de aceeași lungime x} — x0 și de densitate p ar avea aceeași masă Pentru porțiuni de lungime diferită, se obțin densități medii diferite în acest caz densitatea p (Xj) a barei, în punctul de abscisă x0, este — prin definiție — limita densității medii ~ (J°-,cînd x tinde către x0 : x — xa z \ i- m (x) — m (x„) p (x0) = hm - X-+XB x - XB EXERCIȚII 193 Dar limita aceasta este derivata m' (x0) a funcției m (x) în punctul (x0) așa încît: p (x0) = m (x0) = ?- dx Așadar: Densitatea unei repartiții liniare de masă este derivata masei in raport cu lungimea EXERCIȚII Utilizînd direct definiția derivatei, să se stabilească dacă următoarele funcții sînt derivabile în punctele specifice și — cînd este cazul — să se calculeze derivatele în punctele respective: 1 f (x) = 2x3 — j Ț 3 în x — 1; 2 f (x) = x4 — 5x2 + 1 în x = 3; 3 f(x) =-—- în x = — 2; X + 1 4 f (x) =Kx în x = 1; 5 fțx) — cos x în x — 0; 6 f (x) = tg 2x Ț- cos 3x în x=0; 7 f(x) = x3, pentru —1 Ț î pentru x =f= 0 x în x = 0 0, pentru x = 0; 9 Fiind dată funcția : f(x) = xs + ax — 3, să se determine a, astfel încît tangenta la graficul funcției în punctul (2, f (2)), să fie paralelă cu prima bisectoare 10 Fiind dată funcția f(x) =-^— 1 X2 — 1 să se determine a, astfel încît tangenta la graficul funcției în punctul (3, f (3)) să formeze cu direcția pozitivă a axei Ox un unghi de 60° Aplicînd regulile de la § 3, nr 1, să se calculeze derivatele următoarelor funcții : 11 /" (x) = 2x® — 7xa 4- x -Ț 1 12 f(x) = x® — 24 x4 + 16 x 191 CAPITOLUL IX DERIVATE 13 f(x) = | x4 — 5X3 + 1 x2 + 6 15 f (x) = 7 sin x — 2X3 + 1 17 f (x) = 2 cos x — x2 sin x 19 f (x) = x2 sin x + 2x cos x — 2 i 14 f (x) = -1- Xе — Зх5 4- - xa 7 3 1G f (x) = Sx4 — 2 cos x 4-lx2 + + 3 sin x 18 f (x) = 5 sin x cos x — 1 i x 20 f (x) = (x2 — 2x) (x + 1) sin x ? 22 /•(x) = (Зх —2)732 (5X2 + 1) 21 f(x)= — cos 3x — cos x 21 f (x) = (x2 4- x 4- l)e 23 f(x) = cos7 x 25 f (x) = sin x sin3 x 3 rel « 2G f (x) = sin3 x cos x 27 f (x) = sin" x cos" x (zn, n numere naturale) 0 și, deci, raportul este negativ Teorema nulă in orice punct de maxim al funcției f aflat în interiorul intervalului I Există, deci, o vecinătate V a lui c, astfel încît: Dacă luăm x 0 și f (c) obținem : I H se anulează, ț> (a^ = 0, adică (fig 103, b): 204 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR f л f(«i) = + - h Notînd b, = o 4- — » 2 h intervalul [a1( 6J are lungimea — și f = f(b2) Să observăm că in acest caz avem a astfel că 22 Г(аг) = f(b2) Să observăm că putem alege intervalul [as, b2] astfel încît nici una din extremitățile sale să mi coincidă cu cele ale intervalului inițial (a, ă|, adică astfel ca a 2 = b ^deoarece «i c, avem Г(с) = lim Г(с) — f («n) = lim f(c)-f(b„) n->0O c — a» ,c — bn , /-(0 —f(a„) Șl Rapoartele au semne contrare, deoarece numărătorii c — a„ c ■ — b„ sînt egali (f (a„) = f (!>„)), iar numitorii au semne contrare (a„ ], există cel puțin un punct pe grafic în care tangenta este paralelă cu axa Ox Caz particular Dacă a și b sînt rădăcini ale funcției, f (a) = =■ f țb) = 0, teorema lui Rolle afirmă că între a și b există cel puțin o rădăcină c a derivatei, f (c) = 0 Am obținut astfel ur- mătoarea Fig 104 Consecință între două rădăcini ale unei funcții derivabile se află cel puțin o rădăcină a derivatei Observație în demonstrația teoremei nu s-a folosit derivata funcției f In punctele a și b Teorema lui Rolle rămine adevărată dacă se presupune că f este derivabilă numai pe intervalul deschis (a, b), dar continuă pe intervalul inclus [a, 5] Dacă aceste condiții nu sînt verificate, concluzia teoremei lui Rolle poate să nu mai fie adevărată Exemple: 1) Funcția f (x) = x, pentru 0 x ~ = f'(c) Teorema creșterilor finite afirmă, deci, că există cel ь — a puțin un punct de pe grafic în care tangenta este paralelă cu coarda AB Observații: 1° Ca și teorema Ini Rolle, teorema creșterilor finite rămîne adevărată dacă se presupune că f este derivabilă numai pe intervalul deschis (a, b) dar continuă pe intervalul închis [a, i] 2° Dacă f(a) = f(b), atunci = 0, deci f (fi) = 0- Teorema creșterilor finite Л — a conține, deci, ca un caz particular, teorema lui Rolle 3° Fiecare din egalitățile , f(b) — f(a) rt v f(!>) — f (a) = (& — a)f (c) și = f (c) b — a poartă numele de „formula creșterilor finite" sau „formula mediei" f(ll — ffO) 1—0 Exemplu: f (x) = |x Avem f (0) = 0, f(l) = 1 și — Q = 1 Există, deci, un punct c, 0 , f1\ și punind condiția [' (x) = 1, adică tt= = 2 Se obține x = — deci — -? = f' — 1 = 1 tx 4 1 — 0 ț, 4) 4 Consecințe ale teoremei creșterilor finite I Din teorema creșterilor finite rezultă unele proprietăți care permit, uneori, determinarea unei funcții atunci cînd se cunoaște derivata sa Se știe că derivata unei funcții constante este nulă Reciproc : 1) Dacă o funcție are derivata mdă pe un interval, atunci ca este constantă pe acest interval Într-adevăr, fie f o funcție definită pe un interval I cu derivata nulă pe 1, f (я) = 0 Să alegem un punct a G I Dacă x este un punct oarecare din /, aplicind teorema creșterilor finite deducem că există un punct c cuprins între a și x, astfel incit f{x) — f (a) = (x — a) f (c) Dar f (c) = 0, deci fțx} — f (a) = 0 oricare ar fi x G I, adică f (x)~f (a) = = const Observație Dacă mulțimea pe care funcția are derivata nulă nu este un interval (ci, de exemplu, o reuniune de intervale disjuncle), este posibil ca funcția să nu fie constantă pe această mulțime 20S CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR Exemplu: Funcția f definită pe mulțimea A — (0, 1) țj (2, 3) prin 1, pentru x e (0, 1) 2, penlru x e (2, 3) nu este constantă pe A, dar este derivabilă pe A și are derivata nulă Dacă f și g sînt două funcții derivabile pe o mulțime A și dacă diferența lor este constantă, ele au aceeași derivată într-adevăr, din f — g = c, deducem f — g' — 0, deci f — g’ Reciproc : 2) Dacă f și g sînt două funcții derivabile pe un interval I și dacă au derivatele egale f = g' atunci ele diferă printr-o constantă într-adevăr, dacă notăm h = f—g, avem Л' = f—g' — 0, deci, conform proprietății 1), k ~ c, adică f ■—g = c Observație Dacă funcțiile f și д au derivate egale pe o mulțime care nu este interval, diferența {— д poate să nu fie constantă Exemplu : Funcțiile f și д definite pe mulțimea f (x) = tg x prin ?(T) = 1 au derivatele egale cu ’ dar cos2 x tg x 4-1, pentru tg x—• 1, pentru diferența lor nu este constantă pe A într-adevăr : f (®) — 9 (x) = — 1, pentru x e 4- 1, pentru x e Din proprietatea 2) rezultă că, dacă f este o funcție derivabilă pe un interval /, atunci orice funcție care are aceeași derivată ca și f se obține din f prin adăugarea unei constante C, adică este de forma f -J- C Exemple: 1) Dacă f'(x) ~ atunci f (x) = x + C 2) Dacă f' (x) = x, atunci f(x) = — 4- C 3) Să se găsească funcția f definită pe R, a cărei derivată este f' (x) = 2x 4- 3 astfel ca Д0) = 1 Avem f(x) = x2 4- Зх -I- 6; f (0) = C, deci C = 1 Rezultă f (x) = x2 4- 3x 4-1 § 2 ROLUL DERIVATEI DE ORDINUL INTII IN STUDIUL FUNCȚIILOR 209 5 Aplicații la mișcarea unui mobil în capitolul IX, § 9, s-a arătat că, dacă mișcarea unui mobil este uniformă (s (Z) = al -ț- b), atunci viteza este constantă și accelerația nulă Reciproc, putem deduce acum că : Dacă accelerația este nulă, viteza este constantă; iar dacă viteza este constantă, mișcarea este uniformă într-adevăr, din a (l) = 0 deducem v (Z) = a, iar din v (Z) = a deducem 5 (Z) = al -ț- b Așadar, mișcarea unui mobil este uniformă dacă, și numai dacă, viteza sa este constantă (sau accelerația sa este nulă) în capitolul IX, § 9, s-a arătat de asemenea că dacă mișcarea este uniform accelerată (v (Z) = bt 4- c), atunci accelerația este constantă : a (t) = v' (Z) = b Reciproc : Dacă accelerația este constantă, mișcarea este uniform accelerată într-adevăr, din a (Z) = b deducem v (Z) = bt A- c Așadar, mișcarea este uniform accelerată dacă, și numai dacă, accelerația sa este constantă într-o mișcare uniform accelerată, legea de mișcare este de forma s (Z) = aZ2 4- bt 4- c într-adevăr, din v (Z) = At 4- b deducem s(t) = — At2 + bt 4- c și, notînd a = — A, obținem s (Z) = aZ2 bt 4- «• § 2 HOLUL DERIVATEI DE ORDINUL ÎNTÎI ÎN STUDIUL FUNCȚIILOR 1 Intervale de monotonie ale unei funcții Puncte de extrem Din teorema creșterilor finite rezultă unele proprietăți care permit determinarea intervalelor de monotonie și a punctelor de extrem ale unei funcții 14-968 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR face Fig 108 afirmă, deci, că dacă tangenta în orice punct al graficului formează un unghi ascuțit cu axa Ox, atunci funcția este strict crescătoare (fig 108) II) Dacă derivata unei funcții este strict negativă pe intervalul I, atunci funcția este strict descrescătoare pe 1 Demonstrația mai sus Interpretare geometrică Dacă derivata este strict negativă, tangenta la grafic formează cu axa Ox un unghi obtuz Proprietatea II afirmă, deci, că dacă tangenta în orice punct al graficului formează un unghi obtuz cu axa Ox, atunci funcția este strict descrescătoare (fig 109 ) Cele două proprietăți de mai sus afirmă că o funcție derivabilă este strict monotonă pe aceleași intervale pe care derivata sa păstrează un semn constant un mai mare decît Fie f o funcție derivabilă pe un interval I I) Dacă derivata unei funcții este strict pozitivă pe intervalul /, atunci funcția este strict crescătoare pe / Fie a și b puncte oarecare din I, a 0 și b — a >0, deci f (b) — f (a) > 0, adică f (a) 0 avem f' (1) = 2 > 0, deci pe semidreaptă (0, + oo) derivata este strict pozitivă Punctul 0 este un punct de minim al funcției și f (0) = 0 Aceste rezultate se trec într-un tablou: X — oo 0 + 00 — — 0 4- + f(*) + 00 4 (0) Z + 00 în ultima rubrică s-a indicat printr-o săgeată descendentă (\) faptul că funcția este strict descrescătoare și printr-o săgeată ascendentă (/) faptu] că funcția este strict crescătoare In dreptul rădăcinii 0 a derivatei s-a indicat prin litera m faptul că 0 este un minim al funcției, iar în paranteză, sub m, s-a trecut minimul funcției, f (0) = 0 în dreptul lui — oo și al lui 4- oo din rubrica întîi, au fost scrise în rubrica a treia limitele funcției în aceste puncte : lim x2 — lim x2 = + oo x-+—o> x-»+» Acest tablou este suficient pentru a trasa graficul funcției (fig 110) Deoarece derivata se anulează în punctul de minim, tangenta la grafic în punctul (0, 0) este paralelă cu axa Ox (în fapt, este chiar axa Ox) 2) Fie funcția f (x) — ax2 -ț- 4- bx 4- c (a 0) definită pe R După cum se știe din clasa a IX-a, această funcție are un extrem pentru x — -— si anume un maxim dacă 2a a 0 Vom regăsi aceste rezultate folosind metoda generală expusă la nr 1 § 2 ROLUL DERIVATEI DE ORDINUL INTII TN STUDIUL FUNCȚIILOR 213 Derivata funcției este f' (x) — 2 ax b și are o singură rădăcină, x = — > iar/’/ — 1 = 4 a ~b ■ • Putem forma următoarele două ta- 2a ( 2a J 4a blouri, după cum a 0 : in acest caz, pentru — ~ funcția are un maxim (indicat în tablou prin litera M), care este b scris în paranteză sub JW) 4a X — 00 2a + t» a >0 f (v 0 + + /(*> -l-oo m / 4 ac — b2 ' l 4a / + In acest caz, pentru - funcția are un minim 3) Fie funcția f (x) — x3— 3x definită pe ft Avem f(x) = 3xa— 3 Derivata are rădăcinile —1 și 1, f (—î)=f(l) = 0 Derivata păstrează un semn constant pe fiecare din intervalele (—сю, — 1), (— 1, 1), (1, -ț- oo) Pentru determinarea semnului derivatei, se calculează valoarea sa în cîte un punct al fiecărui interval (de exemplu, f (— 2) = 9, f (0) = — 3, f (2) = 9), sau se aplică regula semnului trinomului Avem f (— 1) = 2 și f (1) = — 2 Putem forma următorul tablou : X — со — 1 1 + со f (-E) + 0 — 0 — со Z Л/ (2) 7fi \ (—2) + 00 Putem trasa acum graficul funcției (fig 111) Fig 111 214 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR Observație în punctele de maxim și de minim, tangenta la grafic este paralelă cu axa Ox Pentru a trasa mai precis graficul funcției în jurul acestor puncte, este bine ca după ce am fixat în plan punctele de extrem (— 1, 2) și (1, —2) să ducem în aceste puncte cîte un mic segment de dreaptă paralel cu Ox 4) Fie funcția fțx) = ex — x definită pe R Derivata sa este f (x) = ex — 1 și are o singură rădăcină, x — 0 Pentru x — — 1 0 avem f (1) = e1— 1 >0 Derivata este, deci, strict negativă pe (—oo, 0) și strict pozitivă pe (0, oo) Punctul 0 este punct de minim al funcției Avem f (0) = = — 0 = 1 Putem forma următorul tablou : ar - oo 0 4- oo Г (A — — 0 4-00 \ ni (1) Z 4- со Observație Deoarece minimul funcției este strict pozitiv, funcția este strict pozitivă pe toată dreapta, adică ex — x > 0, sau e* > x Acest rezultat a fost obținut anterior pentru pe altă cale (v cap VII) 5) Fie funcția f țx) = ln x — x definită pe (0, oo) Derivata sa este /' (4 = ț — 1 și are o singură rădăcină, x — 1 Se poate forma următorul tablou : Deoarece funcția fțx) = \nx— x nu este definită pentru x C 0, în tablou s-a hașurat porțiunea corespunzătoare Punctul 0 este extremitatea intervalului (0, oo) pe care funcția este definită, dar în 0 funcția nu este definită; de aceea punctul 0 a fost trecut în tablou ln dreptul liniei verticale care separă partea hașurată de cea nehașurată Semnele derivatei se determină ca și în exemplul precedent, dînd derivatei o valoare la stînga lui 1 (de exemplu f'l - j = 1 >o) și o valoare la dreapta lui 1 (do exemplu f (2) = — ~ al funcției și f ți) = In 1 — 1 = — 1 0 Acest rezultat a fost obținut anterior (v cap VII) din inegalitatea x 0), prin logaritmate § 3 ROLUL DERIVATEI A DOUA ÎN STUDIUL FUNCȚIILOR 1 Convexitate și concavitate Puncte de inflexiune în paragraful precedent s-a arătat că semnul primei derivate dă indicații cu privire la creșterea sau descreșterea funcției De multe ori, aceste indicații nu sînt suficiente pentru trasarea graficului O funcție derivabilă poate fi strict crescătoare în două moduri (fig 112), după cum tangenta la grafic se află deasupra graficului sau sub grafic De asemenea, o funcție poate fi strict descrescătoare în două moduri (fig 113) după poziția tangentei față de grafic Pentru a distinge diferitele poziții ale tangentei față de grafic s-a adoptat definiția următoare : Definiție Fie f o funcție derivabilă pe un interval I 1) Se spune că f este convexă pe 1 dacă tangenta în orice punct al graficului se află sub grafic (fig 114) 2) Se spune că f este concavă pe I dacă tangenta în orice punct al graficului se află deasupra graficului (fig 115) 216 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR Se spune că graficul unei funcții derivabile este o curbă convexă dacă funcția este convexă și că este o curbă concavă dacă funcția este concavă In figura 11G sînt reprezentate curbe convexe Se vede că, luînd pe curbă puncte din ce în ce mai spre dreapta, tangenta formează cu axa Ox un unghi din ce în ce mai mare (deci coeficientul unghiular ai tangentei este din ce în ce în figura 117 sînt reprezentate curbe concave Se vede că, luînd pe curbă puncte din ce în ce mai spre dreapta, coeficientul unghiular al tangentei este din ce în ce mai mic Semnul derivatei a doua dă indicații asupra convexității și concavi-tății funcției Fie f o funcție derivabilă de două ori pe un interval I § 3 ROLUL DERIVATEI A DOUA IN STUDIUL FUNCȚIILOR 217 I) Dacă derivata a doua este strict pozitivă pe intervalul 1, atunci funcția este convexă pe I II) Dacă derivata a doua este strict negativă pe intervalul I, atunci funcția este concavă pe I Demonstrația acestor proprietăți depășește cadrul manualului; de aceea dăm următoarea justificare geometrică : Dacă derivata a doua f" este strict pozitivă pe /, derivata întii f este strict crescătoare pe I Deoarece derivata f' (x) într-un punct x I este egală cu coeficientul unghiular tg a al tangentei la grafic în punctul corespunzător (x, f(x)), rezultă că, dacă x crește, f (x) crește, deci unghiul a (format de tangenta la grafic cu axa Ox) crește de asemenea (fig 116) In acest caz, graficul se află mereu deasupra tangentei, deci graficul este o curbă convexă în cazul cînd derivata a doua este strict negativă, se procedează în mod analog (fig 117) Observație Pentru a reține ușor că, dacă derivata a doua este strict pozitivă (+)> funcția este convexă, să observăm că graficul unei funcții convexe seamănă cu o porțiune din secțiunea unui vas așezat cu deschizătura in sus, în așa fel încît să colecteze, să adune (+), un lichid ce s-ar turna în eL Cele două proprietăți de mai sus afirmă că o funcție derivabilă de două ori este convexă sau concavă pe aceleași intervale pe care derivata a doua păstrează un semn constant Problema determinării intervalelor de convexitate sau de concavitate se Л reduce, deci, la aceea a determinării intervalelor pe care derivata a doua păstrează același semn 218 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR Funcțiile care vor fi întîinite mai departe au derivata a doua continuă, deci intervalele maxime pe care derivata a doua păstrează același semn se determină cu ajutorul rădăcinilor reale ale derivatei a doua (v cap VIII, § 3) De aici rezultă calea de urmat pentru determinarea intervalelor de convexitate și concavitate ale unei funcții f derivabile de două ori: se calculează derivata a doua f'; se află rădăcinile reale ale derivatei a doua; se determină intervalele pe care derivata a doua păstrează același senin; după cum seninul derivatei a doua este + sau —, se stabilește dacă funcția f este convexă sau concavă pe aceste intervale Uneori, semnul derivatei a doua este de asemenea util pentru a stabili dacă un punct de extrem al funcției este un punct de maxim sau de minim : III) Dacă într-un punct de extrem, c, avem f" (c) > 0, atunci c este un punct de minim, iar dacă avem f" (c) 0, tangenta la grafic în punctu] (c, f(c)) se află sub grafic, deci c este un punct de minim, iar dacă f" (c) ■+« Putem forma următorul tablou : Putem trasa acum graficul (fig 119) Pentru a mai obține un punct al graficului s-a trecut în tablou și valoarea 1 a argumentului x Deoarece funcția nu este derivabilă în 0, s-a tras o linie verticală pe rubrica a doua și rubrica a patra, în dreptul valorii 0 a lui x Să observăm că numai cu indicațiile date de derivata Întîi nu am fi reușit să decidem dacă graficul funcției f este cel trasat continuu sau cel trasat punctat (fig 119) 220 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR 2) Fie funcția f (x) — x2” (n natural) definită pe (—oo, 4- oo) Derivatele sînt: V f'(x) = 2nxin'' Derivatele f și f” au o singură rădăcină, 0 Putem forma următorul tablou : X — oo 0 + 05 0 + + №■) m 4- oo \ (0) x 4-oo /" (») Hr + o + 4- Punctul 0 este punct de minim Funcția este convexă pe (— oo, 4- oo) în figura 120 s-a trasat graficul funcției f(x) = xi 3) Fie funcția f (x) = z2"+1 (n natural) definită pe (—oo, -j- oo) Derivatele sînt : f (x) = (2n 4- 1) ж2” f" (x) = (2n 4- i) 2пх2Я~1 Derivatele f și f" au o singură rădăcină, 0 Putem forma următorul tablou : § 3 ROLUL DERIVATEI A DOUA IN STUDIUL FUNCȚIILOR 221 Funcția este mereu crescătoare La stingă lui 0 este concavă, la dreapta lui 0 este convexă; 0 este punct de inflexiune; tangenta în 0 este orizontală In figura 121 a fost trasat graficul funcției f (x) = ж3 Fig 121 X 0 Fig 122 4) Fie funcția f (x) = — definită pe Ii — (0) Derivatele sînt : f (x) = Tabloul : OO o Г (X> f(x) o r graficul se apropie de asimptotă; mai precis, distanța 7V dintre grafic și asimptotă, măsurată pe orizontală, tinde către 0 cînd x tinde către — • 1 3) Dacă a > 0, funcția putere f(x) = — 1 lim — = + oo (fig 126) z-fO are ca asimptotă verticală axa Oy, deoarece Fig 125 Fig 126 224 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR 2 Asimptote oblice Fie f o funcție al cărei domeniu de definiție conține o semidreaptă (a,oo) O dreaptă у — mx + n este asimptotă oblică la graficul funcției /' dacă distanța dintre dreaptă și grafic, măsurată pe verticală, tinde către 0 cînd x tinde către oo lim [/(г) — mx — re] = 0 x-i ce Se spune că dreapta у — mx + n este asimptotă la ramura spre -ț- oo a graficului In mod analog, dacă domeniul de definiție al funcției conține o semidreaptă (— oo, «), atunci o dreaptă у = mx 4- n este asimptotă la graficul funcției dacă distanța dintre dreaptă și grafic măsurată pe verticală tinde către 0 cînd x tinde către —oo : lim [f (x) — mx — n] = 0 №> —OO în acest caz, se spune că dreapta у = mx 4- n este asimptotă la ramura spre —oo a curbei Să presupunem că у = mx + n este asimptotă Ia ramura spre 4- oo, deci: lim [f (x) — mx — re] = 0 și să găsim o legătură intre funcția f și coeficienții m și n Avem : f (x) — mx — [f (x) —• mx — re] + n, deci: lim [f (x) — mx] = lim [f (x) — mx — re] 4* re = n хЧ-Ч-оо Această egalitate ne dă ordonata la origine, re, a asimptotei Mai departe : r,, 1 Um îf(*)—»»] r I f w 1 t — mx x-t+ + OO Deoarece deducem f (x) t ГГ f1) 1 i hm -—= hm —m\-\-m = m X X-++OS [ X I Această egalitate ne dă panta m a asimptotei § 4 ASIMPTOTE 225 Așadar : pentru ca dreapta у = mx + n să fie asimptotă, trebuie ca panta m și ordonata la origine n să verifice egalitățile : m = lim ; n — lim [f (x) — mx] Reciproc, să presupunem că există limita finită: f (*) hm = m х->4-со ІЕ șî limita finită: lim [f țx) — mx] = n X->-hOD Rezultă atunci că : lim [f țx) — mx — n] = 0, deci dreapta у = mx 4- n este asimptotă Așadar, rezultă următoarea regulă pentru determinarea asimptotei la ramura spre -|- oo a curbei: se caută limita lim — m-} dacă m este finit, se caută limita lim [f (x) — им] = n; X—"T 00 dacă și n este finit, dreapta у = mx + n este asimptotă la ramura spre + oo a curbei Observații 1° Dacă cel puțin una dintre cele două limite nu există sau este infinită, curba nu are asimptotă la ramura spre + oo 2° Dacă lim fțx) = a și a este finit, atunci dreapta у = a este asimp-totă, paralelă cu axa Ox (panta este m = 0 și ordonata la origine este n = a) Aceste drepte sînt numite asimptote orizontale Urmînd o cale analogă, obținem următoarea regulă pentru determinarea asimptotei la ramura spre -—oo a curbei: se caută limita r hm —— = m ; X-*—c© ® dacă m este finit, se caută limita lim [f țx) — m’x] — n'; x-*—« 4 dacă și n este finit, dreapta у = m'x + n' este asimptotă la ramura spre — oo a curbei 15—968 226 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR Dacă lim /'( т) = b și b este finit, atunci dreapta у = b este asimptotă ^paralelă cu axa Ox Exemple : 1) f(x) = l(v §3, fig 122) x f(x) 1 1 m = lim — lim — = 0; n = lim \f (x) — mt] = lim f(x) = lim — = 0; X -++CE X x-ie+os X2 x->- + » x-s-f-oo X , ■ f(x) 1 1 m = Jim —— = lim — = 0; n = lim [f(x)— m as] = lim — = 0 X-*—ОС X A'->—oo x3 X~*■—oo x-*—-c X Graficul funcției are asimptota orizontală {/ = 0 (axa Ox) (atît la ramura spre Ț- oo cît ți fa cea spre —oo) 2) f(x) = x2 (v §2, fig 110) f(x) m = lim ■ = lim x = + oo, x—oo & x—'»o Graficul funcției nu are asimptotă la ramura spre 4- со , f(x) m = lim —— — lim x= — со x-*—00 Я? x->—со Graficul nu are asimptotă nici la ramura spre — cc Graficul funcției x3 este o parabolă Rezultă că parabola nu are asimptote 3) f(x) = sin x m = lim ——- = lim — = 0 Dar f (x)—mx= sin x, iar această funcție nu are limită №>-r0C ;l’ Х->4вС X’ în punctul + oo Funcția sinus nu are, deci, asimptotă la + со La fel se arată că nu are asimptotă nici la — oo Xй 4- 2;t 4- 1 4) f (x) = — definită pe R — {1} x — 1 Să stabilim mai întii dacă dreapta x = 1 este asimptotă verticală Pentru aceasta calculăm limitele f(l—0) ți f ( 1 -f-0) Avem: f(l — 0) = hm — - = — oo x-»l x— 1 x l Așadar dreapta x = 1 este asimptotă verticală § 4 ASIMPTOTE 227 Să vedem dacă există asimptote oblice : m = lim = lim x2 + 2x + 1 X2 — X » 1; n = lim |f(x) — mx] = lim x->-f-oo х-Ц-ос x2 + 2x + 1 x — 1 = lim Зх + 1 x Dreapta у = x + 3 este asimptotă la ramura spre + oo Se calculează apoi m' = lim - = 1 și n' = lim [f (x) — m'x] = 3 X-*—OO X X-r — 00 Dreapta у — x + 3 este asimptotă și la ramura spre — oo Să studiem această funcție și să-i trasăm graficul Derivata iutii este: Rădăcinile derivatei intli slnt date de ecuația : x2 — 2x — 3 = 0 Găsim x = 1 ± 1'1 + 3 = 1 ± 2, adică Xj = — 1 și x2 = 3-Semnul derivatei coincide cu acela al numărătorului, deoarece numitorul este pozitiv Putem să ne dispensăm de derivata a doua și să formăm tabloul următor : X 00 1 3 -1- oo г + 0 — — 0 + 1 M (0) + °°^ (8) Z + oo Pentru trasarea graficului, se desenează mai întii asimptotele x = lșiy=x + 3 (fig 127),4-apoi punctul de maxim al graficului M (— 1, 0) și punctul de minim rn (3, 8) în aceste puncte, tangenta este paralelă cu axa Ox, deci trasăm cite un mic segment orizontal Se trasează apoi graficul, ținind seamă de indicațiile din tablou 228 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR § 5 REPREZENTAREA GRAFICĂ A FUNCȚIILOR Pentru a construi graficul unei funcții este necesar să determinăm pe etape următoarele elemente : I Domeniul de definiție al funcției 1) De cele mai multe ori se întilnesc funcții elementare Dacă domeniu] de definiție nu este precizat, se subînțelege că el este format din toate punctele pentru care operațiile prin care este definită funcția au sens; în acest caz, trebuie determinat domeniul maxim pe care poate fi definită funcția 2) Se determină — dacă există — punctul în care graficul taie axa Oy, anume punctul (0, f (0)); se calculează, deci, f (0) 3) Se determină — dacă exjistă — punctele de forma (x, 0) în care graficul taie axa Ox-, se rezolvă, deci, ecuația f (x) = 0 4) Se calculează, dacă există, lim f (x) și lim/’țx) X->— 00 X->+ -f-ao X->-00 asimptotă orizontală la ramura spre + °°, respectiv la cea spre — oo în caz contrar, se calculează lim m (respectiv lim-^-=m'l; X->-f-OD \ X"» oo X J dacă m (respectiv m') este finit, se calculează : lim [f (x) — mx] = n (res-x-*4-oo pectiv lim [f (x) — m'x] = n' Dacă n (respectiv n') este finit, dreapta у = X-> —00 = mx 4- n este asimptotă la ramura spre + oo a graficului (respectiv dreapta у = m'x n' este asimptotă la ramura spre — oo a graficului) V Tabloul într-un tablou cu rubrici orizontale se trec, pentru sistematizare, rezultatele obținute mai sus : în rubrica întîi se trec valorile remarcabile ale lui x obținute anterior; în rubrica a doua se trec valorile corespunzătoare ale derivatei întîi f și semnul lui f; în rubrica a treia se trec valorile corespunzătoare ale funcției f, precum și săgețile (/ sau \) care marchează creșterea sau descreșterea funcției; în rubrica a patra se trec valorile derivatei a doua, f", și semnul lui f" VI Trasarea graficului Punctele remarcabile (x, f (x)), care rezultă din tablou, sînt reprezentate apoi în planul xOy Se trasează asimptotele, dacă există Ținînd seama de indicațiile date de derivata întîi și derivata a doua, se unesc punctele printr-o curbă Exemple !) (n natural) I Domeniul de definiție al funcției este R— {0} Graficul nu taie axa Oy, deoarece funcția nu este definită în x = O, și nici axa Ox, deoarece > O pentru orice x=/=0 Avem, lim f (x)=lim f(x)= X2n x->—oo x-»+oo ț = O; deci dreapta у = O este asimptotă orizontală, atît la ramura spre 4- oo, cît și la cea spre — oo 230 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR II Derivata întîi : f'(x) = -— ; nu se anulează Pentru x 0, iar pentru x > 0, f'(x) 0 (Funcția este convexă pe tot domeniul său de definiție ) IV Graficul are asimptota verticală ж = 0, deoarece lini /'( r) = -f- oo at^-0 Asimptota oblică (orizontală) a rezultat la I V Tabloul: VI Graficul (fig 128) este dat pentru funcția /■(«)= — âts Observație, Graficul funcției este simetric față de axa Oy deoarece, oricare ar fi x ф 0, avem f( — x) = — și f(x) — — xa x® Funcțiile al căror domeniu I de definiție este simetric față de origine și care au proprietatea că f(—x) =/( rt pentru orice x e I se numesc funcții pare Graficul unei funcții pare este simetric față de axa Oy, Este, deci, suficient să studiem comportarea unei funcții pare numai pe porțiunea din dreapta originii, deoarece comportarea pc porțiunea din stingă originii rezultă prin simetrie fată de Oy I Domeniul de definiție este R— {0) Se observă imediat că graficul nu taie axele Avem lim f (ж) = lim /(ж) — 0; deci dreapta y = 0 este asimptotă X-*—oo x-*-f-cc orizontală II /''(ж) = -——— ; nu se anulează Pentru orice ж=#0, f (ж) 0, f" (ж) > 0 § 5 REPREZENTAREA GRAFICA A FUNCȚIILOR 231 IV Graficul are asimptota verticală x = 0, deoarece : ]im f(x) = — oo și lim fțx) = + oo X—0 x->0 x 0 Asimptota oblică (orizontală) a rezultat la I V Tabloul: I X — oo 0 + 00 f'(x) — -— — — — — f(X> 0 — 00 + 00 \ 0 F'O) — — + + VI Graficul (fig 129) este dat pentru funcția fțx) = j • Observație Graficul funcției este simetric față de origine, deoarece, oricare ar fi x =h 0, avem f (— x) = — — și f(x) = — • X3 x3 Funcțiile al căror domeniu de definiție / este simetric față de origine și care au proprietatea că [( ■—x) = —f(x) pentru orice x G / se numesc funcții impare Graficul unei funcții impare este simetric față de origine 3) Funcția exponențială f țx) = ax, a > 1 I Domeniul de definiție este R Deoarece ax > 0 pentru orice x, graficul funcției nu taie axa Ox Pentru as = 0 avem f (0) = a° = 1, deci în punctul (0,1) graficul taie a > 1) Dreapta у — 0 axa Oy Avem lim ax = 0, lim ax — + oo (deoarece (axa Ox) este asimptotă la ramura spre -— oo II Derivata întîi f'țx) — axlna Avem ln a >0, deoarece a >1, și ax >0 Rezultă că f țx) >0 pentru orice x 6 R III Derivata a doua : (x) = ax (In a)2 >0 pentru orice x e R IV Nu există asimptote verticale, deoarece funcția este definită și continuă pe toată dreapta Avem m = lim — — -f- oo, deci nu există asimptotă oblică la ramura spre + oo Asimptota la ramura spre —oo este у — 0, după cum a rezultat la I 232 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR V Tabloul: X 00 0 + 00 f'M + + + + rw 0 Z 1 z + 00 + + 4- 4- VI Graficul (fig 130) Deoarece funcția log,, x este inversa funcției a*, graficele celor două funcții sînt simetrice față de prima bisectoare Am trasat, punctat (în fig 130), și graficul funcției logaritmice Pe grafic se poate citi imediat că : dacă 0 1, log„ x > 0; log,, 1 = 0, loga a = 1 у x Q 4) Funcția exponențială f(x) — ax, 0 0, pentru orice x eR, deci graficul nu taie axa Ox; pentru x = 0, avem a° = 1, deci în punctul (0, 1), graficul taie axa Oy Avem lim ax = + oo și lim ax = 0, (0 0 pentru orice x G R IV Asimptote verticale nu există : Avem m'=lim — = — oo, deci nu există asimptotă la ramura spre — oo —o© Ramura spre + oo are asimptota у = 0- N Tabloul: X — CD 0 -T 00 r — — — — f + со \ 1 \ 0 f" + + 4* + § 5 REPREZENTAREA GRAFICA A FUNCȚIILOR 233 VI Graficul (fig 131): Am trasat punctat, în figura 131, și graficul funcției log„ rr, prin simetrie față de bisectoarea întîi Pe graficul funcției logaritmice se pot citi urmă loga 1, log 1 = 0, 5) = I Domeniul de definiție este R Deoarece f(Q) = 2, rezultă că graficul taie axaOy (dreapta x = 0) în punctul (0,2) Rădăcinile ecuației f (x) = 0 sînt xt — 1 (se observă direct), #2 = = 1> -тз = — 2; deci graficul taie axa Ox în punctele (1, 0) și (—2, 0) Avem lim f (x) = — oo ; lim f (x) = + oo II f (x) = 3x2 — 3 ; are rădăcinile — 1 și 1 Pentru | x ] 1, f' (x) >0 (ж = •— 1 este punct de minim; x = 1 este punct de maxim) III f" (x) = 6#; are rădăcina x — 0 Pentru x 0, f" (x) > 0 (x = 0) este punct de inflexiune) IV Deoarece f(x) este definită și continuă pe R, graficul său nu are asimptote verticale Deoarece f(x) , z3 — 3r + 2 m — Iun = hm = -|- oo Și m’ = lim-^â= x— oo X rezultă că graficul nu are asimptote oblice V Tabloul: X —00 —2 —1 0 1 + 00 г + + + o — — —3 — — 0 + + f —00 / 0 Z (4) (І 4 m (0) + OO r *-— — — — — — o + + + + + 234 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR VI Graficul (fig 132) în punctul de inflexiune (0, 2) al graficului, panta tangentei este f (0) = —3: se trasează în acest punct o mică porțiune din tangentă Fig 132 6) f(x) = x2 — 1 I Domeniul de definiție este R — {— 1, 1} Se observă ușor că singurul punct de intersecție al graficului cu axele este originea, (0,0) lim f(x) = — oo ; X-F—CC lim f (x) = 4-00 II f (x) — - are ra- ' (z2 — l)3 dăcinile (reale) ®2 = |'f2 4- К5 2 Pentru я2, f (x) > 0 Obținem : f{Xi) ед —3 și f(x2) ед 3 III f" (x) = — 02 are rădăcina reală x=0 Studiul semnului lui ( t2 — i)3 f" (x) este oarecum complicat de faptul ca numitorul nu are semn constant, în astfel de cazuri e recomandabil să alcătuim un tablou separat pentru/'" X — CC —1 0 1 4-oo 4x — — — — 0 -1- + + (t2 — l)s + + 0 — — — 0 -4- + f" — — 4- 0 — 1 4- 4- Observații: 1° Nu am introdus în tablou binomul x2 4- 3, deoarece, fiind pozitiv pentru orice r, nu influențează semnul lui f" (z) 2° Punctul x = O este un punct de inflexiune Punctele — 1 și 1 nu slnt puncte de inflexiune, deoarece funcția nu este definita în aceste puncte IV Se constată ușor că : lim f {x) — — oo ; lim f (x) = 4- 1—1 X-f— i 1 —i lim f (x) = •-— oo ; lim / (я) = -ț- °°- x-*l x-*î X 1 Rezultă că dreptele x — — 1 și x = 1 sînt asimptote verticale § 5 REPREZENTAREA GRAFICA A FUNCȚIILOR 235 Obținem, de asemenea : lim = lim = 1, —OO # X—+» Д' deci m = m' — 1 Calculăm : /(a:) = mx= deci lim [f ( r) — «] = lim [f (x) — ar] = 0 x-t-—ce x-»-f-oo Deducem că dreapta у — x este spre — oo a graficului, cît și pentru V Tabloul: asimptotă oblică (atît pentru ramura cea spre + oo) O f' f 0 — — — 1 — 0 ++ Д/ — x / (^—3) + 00 (0) * - 00 X 4 («3) X 4-00 f" 0 VL Graficul (fig 133) în punctul de inflexiune (0, 0) al graficului, panta tangentei/' (0) - — 1 7) f(x)= — pa;2 — 1 I Domeniul de definiție este (— oo, — 1]U [1, + °°)- Graficul nu taie axa Oy, deoarece punctul x = 0 nu aparține domeniului de definiție al funcției Ecuația f(x) = 0 are rădăcinile—1 și 1; deci graficul taie axa Ox în punctele (—1, 0) și (1,0) lim f (x) = lim f (x) = + oo -V^vf II f (x) — ГЛ—„ nu se anu- ' 2 l(x2—1) lează în domeniul de definiție al funcției Pentru x 1, f (x) > 0 Observăm că lim f (x) = — oo și lim f’ (x) = oo vwr Fig 133 236 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR III f" (X) = 77== — nu se anulează Pentru orice x din dome' 2b«-l)> niul de definiție a lui f", (| x | >1) avem f" (x) 0, ГМ >0 Observăm că f este definită și continuă în punctul x = 0, dar nu este derivabilă în acest punct Într-adevăr : Fig 134 |im rw-rm = ]im P x—0 X 0 x x 0 1 U = -J-OO a - 1 snta în consecință, cele două ramuri ale graficului vor avea în punctul x = 0 semitangente verticale (suprapuse) Punctul x — 0 este punct de întoarcere al graficului (v cap IX, § 2) III f" (x) =— ■ % - nu se anulează Pentru orice x=£0, ' 9 yG1 deci f" (x) — CG X-S-4-OC' 1 u concluzie, graficul nu are nici asimptote oblice V Tablou] : X — ao 0 ~ cc r — — — — со + ОС + + + f + 00 V (0) > + «5 r VI Graficul (fig 135) 9) H4 = —71- - I Deoarece funcția tg este periodică, de perioadă тс, este suficient să studiem f (ж) intr-un interval de lungime тс Observînd că funcția f nu este definită în punctele în care funcția j У tg nu este definită și în punctele x pentru care tg x = — 1, rezultă că este suficient să considerăm pe f — definită, de exemplu, pe — f ~ Зтс 1 A / l 2 4 I \/ Graficul taie axa Oy in punctul -—*- (0,1), dar nu taie axa Ox, deoarece f (x) =/= 0 pentru orice x apar-Fjg 135 ținînd domeniului de definiție al funcției II /’,(a;) = -nu se anulează; f'(x) 0; iar pentru — dar acest punct nu aparține graficului lim f (x) — — oo și lim/■(£)== 4-oo Deci dreapta x — — este asimptotă verticală V Tabloul : 0 7t 4 1 TC 2 1 3țȚ 4 7t f — — -— — — 1 1 — — — — f M (1) 0 — 00 ț-oe m (1) f" + 4- 0 — — — — — “h + Observație : Dacă se consideră funcția definită pe — ea are extreme în punctele (2 2 J x = 0, și x = тс, dar derivata sa nu se anulează in aceste puncte (v obs 2 de !a teorema lui Ferinat) Dacă funcția se consideră definită pe o mulțime mai mare, ea nu mai are extreme in punctele 0 și VI Graficul (fig, 136) 10) f(x) = e~x\ I Domeniul de definiție este Ii Deoarece funcția este pară, vom studia numai ramura corespunzătoare lui 0 Graficul taie axa Oy in punctul (0, 1), dar nu taie axa Ox (deoarece e~x’= — >0) e*1 lim e~x‘ — 0, deci dreapta X-+ + » у = 0 este asimptotă orizontală f (x) = — 2xe~x‘ se anulează pentru x = 0, iar f (x) 0 Fig 1Ș6 240 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR V III f” (x) — — 2e~x‘ (1 — 2л2) are rădăcina (reală pozitivă) x = — f" (x) > 0 Pentru 0 C x 2 , f" (x) 0 Să cercetăm limita la dreapta a lui f (x) în ж = 0 (limita la stingă nu are sens!) și lim f (ж) Obținem : lim 1 lim Xх =lim жх>0 =0+“ = 0 x-M) x-fO Exista puncte ale graficului în orice vecinătate a punctului (0,0), dar acest punct nu aparține graficului Logaritmînd și ținînd seama de un rezultat obținut în capitolul VII, obținem lim hi f (ж) =lim-" ‘ = 0, Fig 138 adică 1іт/‘(ж) = 1, deci dreapta ?/= 1 este asimptotică orizontală QO 1 — 2 II f (ж) = Xх (1 — In ж) se anulează pentru ж = e ~ — 2 Deoarece pentru orice ж > 0, rezultă Xх >0, deducem că, pentru x 0, iar pentru ж > e, f' (ж) PROBLEME DE MAXIM ȘI MINIM 243 Derivata a doua, S" (x) = — 2, este strict negativă, deci x = a este un punct de maxim al funcției S (x) Așadar, aria este maximă cînd x — a și у = 2a — a = a, adică atunci cînd laturile dreptunghiului sînt egale Acest rezultat îl putem enunța astfel: Dintre toate dreptunghiurile care au același perimetru, pătratul are aria cea mai mare Ținînd seama de faptul că dimensiunile x și у ale dreptunghiului sînt două numere pozitive, că aria dreptunghiului este produsul xy al acestor numere și că suma lor este constantă, x у = 2a, rezultatul precedent se poate enunța astfel : Produsul a două numere pozitive, a căror sumă este dată, este maxim cînd numerele sînt egale 2) Care este dreptunghiul de arie dată a2, care are cel mai mic perimetru? Să notăm cu x și у dimensiunile dreptunghiului : xy — a2, de unde у = —, Perimetrul P al dreptunghiului este: P — 2 r 4- 2y = 2x Ț- — • scriem : P (x) = 2x + — • X X Latura x a dreptunghiului este strict pozitivă și poate fi oricît de mare 0 0), deci X3 x = a este un minim al funcției P Așadar, perimetrul este minim cînd x = а &\ у = “”■ = a, adică atunci cînd laturile dreptunghiului sînt egale a Am obținut astfel următorul rezultat : Dintre toate dreptunghiurile care au aceeași arie, pătratul are perimetrul cel mai mic Ținînd seama de faptul că x și у sînt numere pozitive, că suma x 4- У este jumătate din perimetrul dreptunghiului și că produsul xy este constant, xy = a2, rezultatul precedent se poate enunța astfel: 4 Suma a două numere pozitive al căror produs este dat este minimă cînd numerele sînt egale 244 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR 3) Să se determine conul cu cel mai mare volum înscris într-o sferă de rază R (fig 140) Să notăm cu r și h respectiv raza și înălțimea conului Volumul conului este: 7=1 nr2h 3 Dar în triunghiul dreptunghic ABC, înălțimea r este medie proporțională între segmentele h și 2R — h, determinate de ea pe ipotenuză : r2 = h (2R — h); deci V (A) = hz{2R — h) înălțimea h este cuprinsă între 0 și 2R, deci funcția V (A) este definită pentru h G Pentru a afla maximul acestei funcții, calculăm derivata : V'{h) = ^А(4Я —ЗА) și-i aflăm rădăcinile : — h [iR — 3h) — 0; deci Аг = 0 și Aa = - Derivata 3 3 a doua, 7"(A) = — (4Л— 6A), este strict pozitivă pentru Ax = 0, deci 0 3 4 * 4 « este un punct de minim, și strict negativă pentru h2 — — R, deci — R este un punct de maxim Așadar, conul cu volumul cel mai mare are înălțimea h = — R și raza 2УТ r = R Volumul său este 3 7 = — яз 81 4) Să se determine sub ce unghi a față de orizontală trebuie aruncat un corp cu viteza inițială v0, astfel incit să atingă distanța maximă R (fig 141) § 6 PROBLEME DE MAXIM ȘI MINIM 245 Sub acțiunea forței gravitației, corpul descrie o parabolă * care taie orizontala în punctul R, dat de egalitatea : R = — sin 2a g Distanța R este, deci, funcție (depinde) de unghiul а, Я (a); deoarece unghiul a este cuprins între 0 și —» funcția R este definită pentru a (= 0, — • 2 — J Pentru a afla maximul acestei funcții, calculam derivata : strict negativă pe 0, A 7?'(a) = cos2a g și-i aflăm rădăcinile (cuprinse între 0 și — j : — cos 2a = 0 sau cos 2a = 0, deci 2a = — > de unde a = — | Derivata a doua, R"(c/-) = — — sin 2a, este 2 4/ g , deci și în —: rezultă că — este un maxim Așadar, ' 4 4 pentru a realiza distanța maximă, corpul trebuie aruncat sub un unghi de 45° față de orizontală 5) După cum se știe din fizică, principiul lui Fermat afirmă că, pentru a ajunge dintr-un punct într-altul, o rază de lumină se propagă după acea traiectorie pe care o parcurge în minimul de timp Fie A A' suprafața de separație a două medii omogene în care lumina se propagă cu vitezele t>j, respectiv v2 Să se găsească traiectoria descrisă de o rază de lumină pentru a ajunge din punctul C în punctul 1) (fig 142) * Ecuația traiectoriei este у = ——— x ■ g -— • cosa 2 tScos’a într-adevăr, fie (x, y) coordonatele punctului de pe traiectorie în care corpul a ajuns după t secunde Proiecția vitezei pe orizontală este eocosa, iar pe verticală este »0 sin a Proiecția corpului pe orizontală are o mișcare uniformă, x = v0 cos at; proiecția pe verticală 1 este influențată și de acțiunea gravitației, у = t>0 sin of — — gt2 Eliminînd pe t, se obține șina 1 x2 t 1 1 x- = -x — — g -• Punctele în care traiectoria atinge orizontala se obțin cos а 2 cos2 а 4 sin а 1 л’2 rezolvînd ecuația x — — g = 0 Se obțin punctele 0 și R — — sin 2a cos а 2 P2 cos 2а Я 246 CAPITOLUL X, STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR Fie C și D' proiecțiile lui C și D pe АЛ', c = CD’, hr = CC, h 2 — DD', x = CE In fiecare din cele două medii omogene, lumina se propagă în linie dreăptă In primul mediu, lumina se propagă cu viteza și parcurge distanța CE in timpul 7\; CE — sau T = CE dc în al doilea mediu, lumina se propagă cu viteza ('3 și parcurge distanța ED în timpul ED = v2T2 sau : 7\ = —• IU Timpul total este: Г = ^+^; «1 "s dar CE = /Aț + x2 și ED = УЛ| + (с — x)2, deci V/i- + 1 ]rhț -r (c — x>-^ 1 ~ v, + i>2 Timpul T este, deci, funcție de x, T (ai), (0 C x c) Pentru a afla minimul acestei funcții, anulăm derivata: X C -X T ~ Vj K/l; + T“ U Jhl + (c —X)2 “ Derivata se anulează pentru acele valori ale lui x pentru care X C - X i’i + а? і^Ій2 + (с — xp Derivata a doua : u d i t 1 4 i p, У(й| + x2p r2 Da’ + (c — xp]s este strict pozitivă pentru orice x, deci punctele de extrem ale funcției T (x) sînt puncte de minim T4 ■ x x ■ „ c — '» r — x Dar sm a = — = - —- , iar sm 3 = -—— = - ce Ул? + x2 DE /л; + (c — x\‘ astfel încît egalitatea care dă punctele de minim se scrie : sin и sin 3 Pj 1>2 j 7- SEPARAREA RĂDĂCINILOR REALE ALE UNEI ECUAȚII 247 Notînd eu c viteza luminii în vid, indicii de refracție și n2 ai celor două medii sint: = — , n2 = • ei Relația obținută mai sus se scrie : sin a = n2 sin p și constituie una din legile refracției, cunoscută din fizică § 7 SEPARAREA RĂDĂCINILOR REALE ALE UNEI ECUAȚII în acest paragraf este tratată problema separării rădăcinilor reale ale unei ecuații, adică a determinării unor intervale care să conțină — fiecare — doar cîte o rădăcină a ecuației Fie f o funcție derivabilă pe un interval / Reamintim un rezultat obținut în § 1 (consecința teoremei lui Rolle) : I) între, două rădăcini ale funcției se află cel puțin o rădăcină a derivatei Două rădăcini xt și x2 ale derivatei se numesc rădăcini consecutive, dacă între și r2 nu se mai află nici o altă rădăcină a derivatei O proprietate simetrică cu proprietatea I este următoarea: II) între două rădăcini consecutive ale derivatei se află, cel mult o rădăcină a funcției Fie două rădăcini consecutive ale derivatei: f' (Xj) = f' (ж2) = 0 Dacă funcția ar avea între și a?2 două rădăcini, a și b, (^ a a se notează respectiv cu f (a) și fțb); se formează așa-numitul șir al lui Rolle: f(a), fțxj), fțx2), , fțx„), fțb) Dacă doi termeni consecutivi din acest șir au semne contrare, atunci între valorile corespunzătoare ale argumentului se află o rădăcină reală a funcției (v cap VIII), numai una (conform propr II și III) Dacă doi termeni consecutivi din acest șir au același semn, între valorile corespunzătoare ale argumentul ui nu se află nici o rădăcină a funcției într-adevăr, dacă, de exemplu, fțx-,) > 0 și fțxi+1) >0, deoarece între ж, și жі+1 derivata are același semn, funcția este strict monotonă pe [жі( Ж/+11, deci nu se poate anula pe acest interval Observație Dacă se trasează graficul funcției f, rădăcinile funcției sînt abscisele punctelor în care graficul taie axa Ox In acest caz se pot separa ușor rădăcinile funcției Exemple: 1) Fie ecuația, ж4— 2ж‘-— 3 = 0 Prin derivare se obține 4ж3 — 4ж = 0 Rădăcinile derivatei sînt: — 1 0,1 Avem : f (— oo) = lim (ж4 — 2ж2 — 3)= -ț- oo; X—*—00 fț + oo) = lim (ж4 — 2ж2— 3) = oo Formăm șirul lui Rolle : » I — oo —i o +1 4-oo /(x) I 4- 00 —4 —3 —-I b со Constatăm două schimbări de semn ale funcției fțx), deci ecuația considerată are două rădăcini reale și anume: una in intervalul ț—oo, —1) și una în intervalul (1, -ț- oo) Celelalte două rădăcini sînt complexe Să trasăm graficul acestei funcții Formăm următorul tablou : X 00 —1 0 +1 4- » f'i*) — — 0 4- 0 0 + 4- fW 4-oo \ ni / (-4) (- M -3) \ nx (—4) Z 4-oo § 7 SEPARAREA RĂDĂCINILOR REALE ALE UNEI ECUAȚII 249 Graficul funcției este dat în figura 143 Graficul taie axa Ox în două puncte : xx și #2, xx 1, deci și pe grafic se constată că ecuația x' — 2 r2 — 3 = 0 are două rădăcini reale Deoarece ecuația dată este o ecuație bipătrată, se verifică ușor că rădăcinile sale reale sînt —/3 și /3 2) Fie ecuația ir3 -ț- 2,r — 2 = 0 Prin derivare obținem ecuația 3 r2 -|-2 = 0, care nu are rădăcini reale Formăm șirul lui ftolle X —oo 4-00 rw 00 4- oo Deducem că ecuația dată are o singură rădăcină reală Observăm că f (0) — ■— 2 0, deci rădăcina ecuației este cuprinsă între 0 și 1 3) Fie ecuația s3 — 2xa — ix 4- 6 = 0 Prin derivare, obținem ecuația Зя2 — 4ж ■— 4 = 0, care are rădăcinile — - si 2 3 ’ Calculăm limitele /’ (-— oo) = lim {ir® — 2 ж2 — 4 Г 4* 6) — — oo A‘->— OO f (4- oo) — lim (x3 — 2x2 —- 4ж 4" 6) = 4~ °°-oo Formăm șirul lui Rolle, intercalînd și pe 0 pe prima linie X 2 —oo 0 2 4-oo 3 î(») 202 —oo — 6 —2 4- 27 4 Ecuația are trei rădăcini reale, cît-e una în fiecare din intervalele următoare : ( — oo, — -|j > (0,2), (2, 4- oo) 250 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR 4) Fie ecuația x3—5,-r2 + Зж + m — 0, unde m este un parametru Să se discute rădăcinile reale ale acestei ecuații, după valorile parametrului Prin derivare, obținem ecuația Зж2—10 x + 3 — 0, care are rădăcinile — si 3 Formăm șirul lui Rolle 2 ’ (*) —00 (0) 1 3 3 -J- 00 f(«) — 00 (m) 13 , km 27 — 9 4- m + oo 13 Numărul rădăcinilor reale depinde de semnul numerelor —f- m, 27 13 — 9 + m Valorile lui m pentru care — -ț- m și —9 + m se anulează sînt respectiv -—- și 9 Discuția semnului acestor numere este sintetizată în tabloul de mai jos : X —oo 0 1 3 3 ~h oo m 00 ni 13 , hm 27 — 9 -hm 4- ce Rădăcinile ecuației 13 m - m — 9 — -r + 9 + o răd dublă = хг = 3, o răd reală în intervalul (— oc, 0) > 9 T| -h + + + o răd reală în intervalul ( oo, 0) §8 APROXIMAREA RĂDĂCINILOR REALE ALE UNEI ECUAȚII După cum s-a văzut în paragraful precedent, șirul lui Rolle permite determinarea numărului rădăcinilor reale (diferite) ale unei ecuații și precizarea anumitor intervale în care se află cuprinse aceste rădăcini § 6 APRUaiMAREA rădăcinilor reale ale unei ecuații 251 Fie f(r) = 0 o ecuație, unde f este o funcție derivabilă pe un interval 7, și fie [a, ă] un interval în care se află o singură rădăcină ar0 a ecuației: f(x0) = 0 Rădăcina ж0 este abscisa punctului în care graficul taie axa Оз (fig 144) Rădăcina x0 a ecuației poate fi aproximată cu abscisa a + h a punctului in care coarda AB taie axa Triunghiurile dreptunghice Aac și cbB sînt asemenea, deci catetele lor sînt proporționale, Presupunînd, de exemplu, ca f (a) 0, lungimile catetelor triunghiului A ac sînt respectiv — f (a) și h, iar cele ale triunghiului cbB sînt respectiv f țb) și b — a—h Scriind relația de proporționali-tate, obținem : - f(a) f(i>) Л b — a—h' Se știe că raportul dintre suma numărătorilor și suma numitorilor este egal cu fiecare dintre cele două rapoarte, în particular este egal cu primul raport: -/W f(b)~f(a) — = -, h b — a b — a de unde : h= -f(a) f(b) — Да) în cazul cînd f(a) >0 și f{b) ] la extremitățile căruia funcția are valori de semne contrare Exemplu Fie ecuația f (x) — x3 — fix -|- 2 = 0 Să formăm mai întîi șirul Iui Rolle pentru a separa rădăcinile ecuației Pentru aceasta, aflăm rădăcinile derivatei: Зх3 — 6 = 0 sau x3 — 2 = 0, de unde : xt = — У2, x2 = У2 Avem lim (x3 — 6x 4- 2) = — 00, lim (x3 — 6x 4- 2) — 4- 00 ; СО ХЙ-ț-W f( — }'2) = — 2 K2 4- 6 У2’ + 2 = 4 /2 4- 2 > 0, f^2) = 2^2—6^2 + 2 = —4 țr2+2 0 și Д1) 0 pentru 0 0 și f" > 0, deci aproximația este prin exces Calculăm acum f(0,4) = 0,4’ — '6 ■ 0,4 + 2 =— 0,336 ,)> 0 și ["> 0 Se poate continua in acest fel pentru a determina rădăcina cu aproximație mai bună, EXERCIȚII Aplicînd teorema lui Rolle să se arate că rădăcinile derivatelor poli-ncamelor : 1 = (2ж — 1) (x + 5) (x — 3) ( r — 7), 2 /^(a:) = x (a: + 1) (bx — 2) (x + 3) (® — 4) sînt reale și să se precizeze intervalele în care sînt situate aceste rădăcini Utilizînd formula creșterilor finite, să se arate că derivatele funcțiilor următoare iau valorile specificate în dreptul fiecăreia, în intervalele respective Să se verifice rezultatele 3 f(x) = 2хг— 7; f'(x) = 6 într-un punct din (1, 2) 4 f(x) — 2,i —1; /'(x) = — într-un punct din (—1, 1) x + 5 24 o f(x) — In ț—- ; f'(x) = — In 9 în două puncte din ț 6 f(x) = aresin 2 în două puncte din (1, 2) 7 Aplicînd funcției f (x) — x" (n număr natural) formula creșterilor finite în intervalul [a, ă], 0 0) 9 ex > ex (x > 1) în fiecare din exercițiile următoare, să se arate prin derivare (v § 1, nr 4) că funcțiile indicate diferă printr-o constantă și să se determine respectiva constantă 10 f(x) = arctg x-, g(x) = arctg ’T n (a număr real oarecare) 1 — «X 11 f(x) = arcsin 2x 11 — ж2; g(x) = 2 arcsin x 12 f{x) — arcsin (3x— 4 r3); g( r) = 3 arcsin x 13 f(x) = arctg -; g(x) — arccos 5 cos x + 4 4 cos x 4- 5 14 Un corp cu masa de 10 kg este aruncat cu o viteză inițială de 800 m/s Considerînd că forța datorită rezistenței aerului este de 100 kg, să se calculeze energia cinetică a corpului la 2 secunde din momentul aruncării (se poate admite că în primele două secunde traiectoria este liniară) 15 Un tren pornește dintr-o gară cu o accelerație de 0,4 m/s2 timp de 50 secunde, apoi își continuă drumul cu viteza corespunzătoare momentului t = 50 Cu 500 m înainte de gara următoare, se imprimă trenului — prin frînare — o accelerație negativă Să se determine : 1° Cit trebuie să fie această accelerație pentru ca trenul să se oprească după cei 500 m ? 2° in cît timp parcurge trenul distanța de 37 km dintre cele două gări? Să se stabilească intervalele de monotonie și — cînd este cazul — extremele următoarelor funcții: 16 f(x) = x2 — 10 x 19 X + 1 22 f(x) = 1 -r X — x£ 17 f(x) = x3 — 21 x 18 /■( ?•) = x3 (8 — x) 20 = 2L З Г + 4 1 4- x2 23 f(x) = — - • 24 f(x) = x L L± f • x* 4- 4 |'l — x 25 f{x) = sin x — cos x, definită pe intervalul 26 f(x) = x— tg x, definită pe — |~l- 27 f(x) — —-sln x-» definită pe intervalul 4 COS2! EXERCIȚII 255 28 f(x) = xln x 29 f(x) = In X 30 f(x) = — 31 f (x) = ]n COS Ж, definită pe intervalul— — l 2 TC 2 32 f(x) = x3ex 35 f(x) = e~x — e~21 33 f(x) = x*e'x 34 36 f(x) = In ж — arctg x Дж) = x”e * (n natural) 37 f(x) == Xх 38 f{x) = Xх 39 Mișcarea uniform accelerată a unui mobil pe axa Ox este dată de legea ? (/) = 2z2 — 8/ + 2 Să se determine : 1° poziția inițială a mobilului; 2° în ce sens al axei Ox și cu ce viteză începe mișcarea mobilului; 3° în ce moment își schimbă mobilul sensul de deplasare 40 Mișcarea unui osc ilator armonic este dată de legea x (/) — 4 sui izt Să se determine poziția, viteza și sensul de deplasare a mobilului după l secunde de la începerea mișcării (t — 0,75) Sa se stabilească intervalele de convexitate și do concavitate și — cînd este cazul — punctele de inflexiune ale următoarelor funcții: - 41 f(x) — x2 — 3x + 1, - 43 f (ж) = ж3 + 9ж2 — x -ț- I 45 f (x) = Зх1 + ® + 1- 48 Дж) = -^-г 1 X2 -42 f(x) = — 5x2 4- x + 2 44 f(x) = ж4 — 1 46 f(x) = -1-, 47 Дж) = -Ц 49 Дж) = \l EEȚ ț X + 1 50 f (x) = sin x — cosa;, definită pe intervalul 51 f (x) — x2 In x 52 f(x) = e~X2 Să se determine asimptotele graficelor următoarelor funcții : 53 /-(ж)-—4 й4 Дж) = Ц 55 Дж)=-^- 56 Дж)=—î— 57 Дж) = —— 58 Д -г) = ti X — 1 X X — 1 59 Дж) 60 Дж) = rl/ZEI- 61 Дх) = 1/Ту4 х2 — 4 [ 1 — х I х 4- 1 62 Дгг) = —63 f(x) = In (ж2— 1) 64 Д(ж) = е* I 4- cosх 256 CAPITOLUL X STUDIUL FUNCȚIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR Procedînd conform indicațiilor de la § 5, să se reprezinte grafic urmă-V toarele funcții: 65 f(x) — ж2-)~ж-|-‘1- 66 Дж) =—ж2-|-4ж 67 Дж) = Xя + 1 68 f (x) = x* — k 69 Дж) = — (ж5 —5ж3 -ț- 4ж) 70- = 7I- fW=r—,• 1 -f- Xя 1 -f- xa 72 Дж)=-^- X 1 73 f(x) = 74 Дж) = -Ц 75 76 f(x) = - —2 77 /\x) = /ж —2 (1 - x2) (4 - X2) 78О(ж) = |ж/ж 4 79 Дж) = \[ 1 JL 80 f(x) — x]l |' X I1 1 - X 82 f(x) = —- 83 f(x) = —co—- COS X 1 -|- COS X 4 85 Дж) = ^і 86 Дж)=^^ COS X sin X J J 88 f(x) — ex 89 f(x) = e * )81 Дж) = L’ Г x -b 1 84 f(x) — sin3 x 4- -f- cos3,r X 87 /(ж) = -• 4 90 Дж) = же1 91 Дж) = ~ ln 1 + т 92 f (ж) = х Іи х 93 f (х) = ж2 1п ж Procedînd ca în exemplele dc la § 6, să se rezolve problemele de maxim și minim de mai jos (94—100) : 94 Considerînd două numere strict pozitive de sumă dată, a, să se determine valoarea maximă a produsului puterilor lor, respectiv a m-a și a n-a (m > 0, n > 0 ) 95 Considerînd două numere strict pozitive de produs dat, a, să se determine valoarea minimă a sumei puterilor lor, respectiv a m-а și a n-a (m > 0, n > 0) 96 Să se determine dreptunghiul de arie maximă înscris într-un cere de rază dată, r 97 Să se determine dreptunghiul de arie maximă care are două vîrfuri pe o latură a unui triunghi dat, iar celelalte două vîrfuri pe celelalte laturi ale triunghiului V EXERCIȚII 257 98 Să se determine cilindrul de volum maxim înscris într-o sferă de rază dată, r 99 Să se determine cilindrul de volum maxim pentru care perimetrul secțiunii axiale este de 6 m 100 Dintr-un rîu de lățime a pornește un canal de lățime b, formînd un unghi drept cu rîul Care este lungimea maximă a unui vas care poate intra în acel canal? (Se neglijează lățimea vasului ) 101 Fiind dată o tablă metalică de formă pătratică, de latură a, se taie în fiecare colț cîte un pătrat de latură x Dreptunghiurile rămase se îndoaie și se obține o cutie cu baza pătrată Să se determine x astfel încît volumul cutiei să fie maxim 102 Două orașe A și В sînt situate la distanțe respectiv de 3 km și 1 km de șosea Știind că proiecția distanței AB pe șosea este de 10 km, să se găsească traseul cel mai economic pentru o cale ferată care să unească cele două orașe, mergînd în vecinătatea șoselei, iar — pe o porțiune de 2 km — paralel cu șoseaua (pe această porțiune distanța dintre calea ferată și șosea se consideră nulă) 103 La ce înălțime trebuie așezată o lampă pe verticala centrului unei piste circulare de rază R, pentru ca această pistă să fie luminată la maxim, știind că intensitatea luminii într-un punct M este proporțională cu sinusul unghiului 0 format de raza de lumină cu planul pistei și invers proporțională cu pătratul distanței de la M la sursă Utilizînd rezultatele de la § 7, să se stabilească numărul rădăcinilor reale ale fiecăreia dintre ecuațiile următoare și să se separe aceste rădăcini: —104 ж3 — 3a;2 — 9x 4- 3 = 0 -r 105 3a;4 — 8a4 — 18 x2 + 4 = 0 106 3x4 — ix3 — 6x2+t2x—7=0 ч 0 (fig 149) Acest triunghi are baza a și înălțimea f (a) — 2a, deci aria sa este S — a -2a- = a2 Pentru calculul acestei arii vom aplica acum următorul procedeu : împărțim intervalul în n părți egale de lungime —, prin n -j- 1 puncte de n diviziune : —, 2 — , 3 — , , (n — 1) - , n — n n n n n Pe fiecare din cele n intervale parțiale, ca bază, construim cîte un dreptunghi ca în figura 149 * Aceste dreptunghiuri au bazele egale cu și înălțimile respective n 0, 2 — , 4—, , 2(n —1) • — n n n Ariile acestor dreptunghiuri sînt respectiv - - O, 2-, n n n " • 4-, , 2(n —!)-• n n n n Aria s„ a poligonului hașurat în figura 149 este egală cu suma ariilor dreptunghiurilor : s„ = - • 0 + “ ■ 2 • 4 - 4- + - • 2 (n - 1) = n n n n n n n = 2 = 2 • -(п ~-г)- = a2 • n2 n* 2 n în figurile 149—153 și 155 s-a luat л = 4; în figura 151 s-a luat n — 5 § 1 CALCULUL ARIILOR SUPRAFEȚELOR PLANE 261 j L + 2 4- + n— 1 = —“—— este suma unei progresii aritmetice cu n termeni, rația 1 și primul termen l j Aria sn a poligonului aproximează prin lipsă aria triunghiului Această aproximație este cu atît mai bună cu cît punctele de diviziune sînt mai numeroase (cu cît n este mai mare) Intuitiv, este de prevăzut ca limita șirului (s„) să fie egală cu aria triunghiului Calculînd limita șirului (s„), obținem într-adevăr : lim s„ = lim a2 -—— — a2 lim —-—- = a2 ■ 1 = a2 7î—СО n-*0O Л 71**00 H Pe fiecare din cele n intervale parțiale, ca bază, să construim acum cîte un dreptunghi ca în figura 150 Aceste dreptunghiuri au bazele egale cu — n și înălțimile respectiv 2 — , 4 —, 6 —, , 2n - • n n П n Ariile acestor dreptunghiuri sînt respectiv a a a , a a „ a a „ a — - 2—- 4- >—-6—, , — • 2n — • n n n n n n n n Aria S„ a poligonului hașurat în figura 150 este 5я==Л 2-4 -4- + 6- + + n n n n n n + - -2n — =2-(14-2+3 + +n) = n n = 2 — ■ n2 Fig 150 n2 ' ■ ’ n (n + 1) t n + 1 2 n ■2 Aria a poligonului aproximează prin exces aria triunghiului Această aproximație este cu atît mai bună, cu cît n este mai mare Limita șirului (S„) este de asemenea egală cu aria triunghiului într-adevăr: lim S„ — lim a2 —— = a2 lim ” = a2 ■ 1 = a2 n~*oo ’ îi—oc rt n-*co л Este evident că în cazul triunghiului este mult mai simplu să-i aflăm aria direct, calculînd produsul dintre bază și înălțime și împărțind prin 2) decît căutînd limita șirului ariilor unor poligoane 262 CAPITOLUL XI INTEGRALE însă, în cazul altor suprafețe, de exemplu mărginite de linii curbe, nu mai dispunem de un procedeu direct pentru definirea și calcularea ariei, ' deci trebuie să recurgem la procedeul de aproximare prin poligoane 2 Aria segmentului de parabolă Să considerăm triunghiul curbiliniu OaA mărginit de axa Ox, parabola у = x2 (graficul funcției f (x) = x2) și dreapta x — a, a > 0 (fig 151) Să împărțim intervalul în n părți egale prin punctele de diviziune ОЙ Л в A Q / Л v G t? , — , 2 — , 3— , (n — 1) —, n — = a nun n n și pe fiecare interval parțial să construim cîte un dreptunghi ca în figura 151 Aceste dreptunghiuri au bazele egale cu — și înălțimile respectiv n 0,- , 22 —, , (n-l)2 n2 n2 n2 Ariile acestor dreptunghiuri sînt respectiv Л -0, - - -22-, —l)a n П П2 П II2 n n2 Aria s„ a poligonului hașurat în figura 151 este 5 £ - o + - + - • 22 — + 4- ~(n — l)2- = n n n2 n n2 n n2 = -[l2 + 22 -l- 32 + + (n — l)2] *= ] a3-+a3— n3 1 ‘ ' n3 13 2 6 J 3 2/1 6n2 * Se știe că l2 + 22 4- 32 + + m2= -1 1 -• Pentru demonstrarea acestei 3 2 6 egalități se pleacă de la identitatea (p + l)3 — P3 + 3p2 -ț- 3p + 1, se face succesiv p = 1, 2, 3, , m și se adună egalitățile obținute Pentru m = n — 1 se obține „ (n — l)3 (n — 1)® (n — 1) ns n2 n l2 + 2a + + (n — l)3 = —- + 2 - + = -+ - ’l 3 2 6 3 2 6 § 1 CALCULUL ARIILOR SUPRAFEȚELOR PLANE 263 Luînd n = 1, 2, 3, obținem un șir de poligoane care au respectiv ariile s15 s2, s3, Limita acestui șir este: lim s„ = lim [ -a3 — + —-1 — ~~ ‘ n-*® l 3 2n 6nsJ 3 Să construim acum pe fiecare interval parțial un dreptunghi ca în figura 152 Aceste dreptunghiuri au bazele egale cu — și înălțimile respectiv n Luînd n — 1, 2, 3, obținem un ariile Sa, 53, Limita acestui șir șir de poligoane care au respectiv este lim S„ = lim ( — a3 — 4- «3 6n2 J 3 Poligoanele din figura 151 sînt conținute în triunghiul curbiliniu OaA, iar poligoanele din figura 152 conțin triunghiul curbiliniu; aceste poligoane diferă de triunghiul curbiliniu cu atit mai puțin cu cit n este mai mare Este,, deci, natura] ca aria S a triunghiului curbiliniu să fie un număr de care ariile s„ și S„ să difere cu atît mai puțin, cu cît n este mai mare Acest număr este limita comună a celor două șiruri de arii, (s„) și (5„) • a ® Aria triunghiului curbiliniu OaA este prin definiție egală cu — • o Să arătăm că, folosind alte dreptunghiuri, se obține același rezultat 264 CAPITOLUL XI INTEGRALE împărțind ca mai înainte intervalul în n părți egale, să alegem un punct Și în primul interval parțial, un punct t2 în al doilea interval parțial, un punct în al n-Iea interval parțial (fig 153) : 0, £1; a n Fig 153 (n-1) “ , U n“ TI n Pe aceste intervale parțiale, ca baze, să construim dreptunghiuri ca în figura 153, avînd înălțimile respectiv Г2 S2 C2 413 423 ••• 3 4» și ariile respectiv — ■ g >2 a W ? “•) '■zn* П П П Aria Я>, •••, = b ( Dacă l = b — a este lungimea intervalului [a, Z>], fiecare interval parțial are lungimea ] Intervalele se aleg egale pentru a simplifica expunerea 266 CAPITOLUL XI INTEGRALE în fiecare interval parțial ж;] să alegem un punct oarecare adică x^ să considerăm valoarea f ( ti) ă funcției fin acest punct și să formăm produsul /(£;) (ж,-— Pentru cele n intervale parțiale V obținem produsele f(tl) (^1 — Л’о), f^2)(x2 — Xj), f(ț„) (xn — Xn^) Să notăm cu S„ suma acestor produse : S„ = f(Ki) («i~ ®0) + HU (»8 —®i) + - + f(U — = = £Г(Ы І=1 S„ se numește sumă integrală a funcției f Luînd succesiv n = 1, 2, 3, (adică împărțind intervalul [a, 6] în părți din ce în ce mai mici), pentru o anumită alegere a punctelor intermediare, £;, obținem un șir de sume integrale, 5j, 53, , 5„, ; pentru o altă alegere a punctelor intermediare, Eț, obținem alt șir de sume integrale, 5J, So, , 5', în acest fel putem forma o infinitate de șiruri de sume integrale, corespunzătoare diferitelor alegeri posibile pentru punctele intermediare Observație Dacă a = b, intervalul [a, b] se reduce la un punct, deci este de lungime 0 Se constată ușor că, dacă adaptăm la acest caz procedeul de mai sus, toate sumele integrale sînt nule : S„ = 0 D e finiți e Dacă fiecare șir (5„) de sume integrale are aceeași limită finită /, independentă de alegerea punctelor 5;, spunem că funcția f este integrabilă pe intervalul (a, b) Limita unică I se numește integrala funcției f pe intervalul [a, Z>] și se b notează ț f (x) d r a b f f (x) du- = lim S„ J П-* со a în § 6 se va arăta că, în cazul cînd funcția f este pozitivă, numărul ь f (x) dx reprezintă aria suprafeței mărginite de axa Ox, graficul funcției f a și dreptele x = a, x = b ь Notația j f (ж) d# se citește integrală de la a la b din f(x)dx a § 2 INTEGRALA 367 b Se folosește de asemenea notația j f dx a Semnul j se numește semn de integrală' a și b se numesc limite de integrare-, a este limita inferioară, iar b este limita superioară-, intervalul [a, 6] se numește interval de integrare Funcția f se numește funcție de, integrat-, x se numește variabilă de integrare Variabila de integrare se poate nota și cu litere : t, u, v, y, z, a etc Astfel: ь b b b b j f (x) dx = j/' (t) dZ = j f(u) du = j f (z) dz= ț f (a) da etc a a a & а Din observația precedentă rezultă că j f(x) dx = 0 a a Se definește de asemenea integrala ^/(x) dx, cu limita inferioară mai b mare decît limita superioară, b > a, prin egalitatea а ь j f(x) dx = — j ffr) dx b a b Trebuie reținut că integrala j f (x) dx este un număr (fie că a^fb, fie a că b) Se poate demonstra următoarea proprietate : Orice funcție continuă pe un interval (a, b) este integrabilă pe acest interval Demonstrația acestei proprietăți depășește cadru] manualului Funcțiile /(x) = 2x și f (x) = x2 sînt integrabile pe intervalul fiind continue pe acest interval Din considerațiile făcute în paragraful precedent rezultă 2x dx = a2; o a x2 dx = — • 3 o CAPITOLUL XI INTEGRALE 26S în ce privește funcțiile discontinue, unele sînt integrabile, iar altele nu sînt integrabile De exemplu, funcția f definită pe prin {0 dacă x este rațional 1 dacă x este irațional nu este integrabilă pe 10, 1] înlr-adevăr, alegînfl punctele intermediare E; raționale, avem f(E;) = O, deci sumele integrale corespunzătoare S„ sini toate nule și lim S„ = 0; alegînd punctele intermediare Е,-71—00 iraționale avem f = 1 și sumele integrale corespunzătoare S't sint toate egale cu 1 : n TI Sn = y^f b; ea este valabilă și în cazul cînd a = &, deoarece j /’(x) dx = 0 și F(a) — F(a) — 0 a Dacă Ф este o altă funcție a cărei derivată este f, Ф' = f, urmînd raționamentul de mai sus deducem : b j f(x) dx = Ф(6) — Ф(а) а Așadar, formula lui Leibniz-Newton este valabilă oricare ar fi funcția F a cărei derivată este f b Pentru calculul integralei j f(x) dx este, deci, suficient să cunoaștem o а singură funcție F a cărei derivată este f § 2 INTEGRALA 271 Pentru ușurința calculului, diferența F(b)—F(a) se notează F (x) \ • la F(ir) *’ = F{b)—F(a) Notația F(x) b înseamnă, deci, că în funcția F(x) se înlocuiește argu-a mentul x mai întîi cu limita superioară b (și se obține F (bf), iar apoi cu limita inferioară a (și se obține F (a)), și se face diferența numerelor obținute : F(b)-F(a) Cu această notație, formula lui Leibniz-Newton se scrie : b b ^f(x) da; — F(x) a a Exemple: 1) Fie f(x) = 2x; avem F (x) — x2, deoarece F' (x) = (x2)' = 2r deci a \ 2xdx = x2 a = a2 — O2 ~ a2 0 0 (Am regăsit un rezultat obținut anterior ) 2) Fie /(x) = x2; avem F (x) = —deoarece 3 deci deci F' (x) = a Г хэ a \ x2dx = — J 3 o , я 3x* T a3 O5 a2 3 3 3 0 (Am regăsit un rezultat obținut anterior ) 3) Fie f (x) = cos x; avem F (x) = sin x, deoarece F' (r) = (sin x)' = cos x, 2 cos x dx — sin x 2 = sin — — sin 0 = 1 — 0 = 1 2 0 0 272 CAPITOLUL XL INTEGRALE § 3 PRIMITIVE Formula lui Leibniz-Newton reduce calculul integralei unei funcții continue la rezolvarea problemei următoare : Dînduse o funcție f definită pe un interval, să se găsească o funcție F a cărei derivată pe acest interval să fie egală cu f, F' — f Dacă f este discontinuă, problema aceasta nu are totdeauna soluție Dacă, însă, f este continuă, atunci, după cum s-a specificat în § 2, nr 2, există totdeauna o funcție F care să răspundă problemei de mai sus De aceea, în continuare vor fi studiate numai funcțiile continue definite pe un interval 1 Definiția primitivelor Fie f o funcție continuă pe un interval I Dacă F este o funcție derivabilă pe 1 și dacă F' — f, atunci, oricare ar fi numărul C, funcția F + C are de asemenea derivata egală cu f, deoarece (F + Cf =F' = f Există, deci, o mulțime infinită de funcții care au derivatele egale cu f Definiție Funcțiile care prin derivare dau funcția f se numesc primitive ale lui f De exemplu, funcțiile Fj( t) = sin x, Fs(x) — sin x J- 5, F^țx) = sin x— тг și, în general, Fțx) = sin x + CțC număr real oarecare), sînt, toate, primitive ale funcției fțx) — cos x Mulțimea tuturor primitivelor lui f se numește, în mod obișnuit, integrala nedefinită a lui f, și se notează: f (ir) d# (se citește integrală din f (x) dx Dacă argumentul funcției f este notat cu y, u, t etc , atunci integrala nedefinită se notează respectiv f (u) du, jf(Z)dZ etc Fie F o primitivă a lui f, F' — f Deducem următoarele două proprietăți: 1) Orice funcție, de forma F С {C număr real oarecare) este o primitivă a lui f § 3 PRIMITIVE 273 într-adevăr : (F •}- C)' = F' = f Așadar, integrala nedefinită j/- (x) dx conține întreaga familie de funcții F C (unde C parcurge toate numerele reale) Reciproc : 2) Orice primitivă a lui f este de forma F -f- C într-adevăr, dacă Ф este o primitivă a lui f, atunci Ф' = f, deci Ф' = Fr și deci Ф și F diferă printr-o constantă, Ф—F = C (v cap X, § 1, nr 4), de unde Ф = F -ț- C Așadar, integrala nedefinită j f (x) dx este formată numai din funcțiile familiei F + C Scriem : j/’ (x) dx = F (x) + C C se numește de integrare a integralei j/țx) dx Constanta de in- tegrare se poate pune și sub altă formă; esențial este ca ea să parcurgă toate numerele reale De exemplu, constanta de integrare se poate pune sub forma In K, unde К parcurge mulțimea numerelor strict pozitive, deoarece în acest caz In К parcurge toate numerele reale; sau sub forma — , (a 0), a unde C parcurge toate numerele reale, sau sub forma Cr -ț- C2, unde CL și C2 parcurg toate numerele reale Observație Formula \ f(x) dx — F (x) + G este adevărată dacă, și numai dacă, funcția / este definită pe un interval Dacă f nu este definită pe un interval, ci, de exemplu, pe o reuniune de intervale disjuncte, atunci integrala nedefinită conține și alte primitive care nu se pot obține din una din ele, F, prin adăugarea unei constante, deci formula de mai sus nu mai este adevărată în acest саг De exemplu, funcțiile F și Ф definite pe mulțimea A =» 0, astfel: F (x) = tg x și Ф (x) = tg x + 1, dacă x s 10, — V 2) tg x — 2, dacă rel-, ir к 2 sînt amlndouă primitive ale funcției f(x) = — definită pe A, dar diferența Ф — F cos2 x nu este constantă pe A, deci Ф nu se poate obține din F prin adăugarea unei constante 18-968 271 CAPITOLUL XI INTEGRALE Egalitățile F’ (x) = f (x) și sînt echivalente; fiecare din ele atrage pe cealaltă Această observație permite ca, ori de cîte ori cunoaștem o derivată, să deducem o integrală nedefinită Exemple (Toate funcțiile de in ai jos se consideră definite pe un interval ) 1) 0' = 0, deci 0 dx = 0 + C = C 2) x' = 1 deci ț 1 dx = x C in Ioc de 1 1 dx se scrie \ dx, deci 3) (3x)' = 3, deci 3dx = 3x -j- C 4) (x2)' = 2x, deci l 2x dx = x2 4- C 5) (x3)' = 3x2, deci \ 3x2 dx = x3 4~ C 6) 3x2 — = x2, 3 deci x2 dx == 1- C 3 7) 4X3 , — = x3, 4 deci ^4 x3 dx = — 4- C 4 9) 10) 8) (In | x |)' = — , = x-3 = — = x-2 ₽ 1 X2 12) = — Эх3 13) = — Эх3 + 7x2, —9 — 4 deci f — dx = in | x | 4- C J x deci ( i dx — J x2 deci deci = 7x=, — dx = x3 x“3 dx = — —2 A+c- 2x2 1 Г 1 — dx = \ x~4 dx L C = -— 4- C x4 J —3 3x8 f* t'2 deci \ 7x2 dx = 7 *■—j- C J 3 г deci \ (— Эх3) dx = — 9 -1- C 4 deci ( (—9x® 4- 7x3)dx = — 9 — -J-7 ~ 4- C J 4 3 § 3 PRIMITIVE 275 f* т-’З w2 \ f —2—(-5 -7x| =—2x2-|-5x—7, deci 3 2 / дм3 Д*2 (—2x3 -r 5x — 7)dx = —2-—1-5 7x + C 3 2 Г ' x2 16) \ (3x + 2) dx = 3 -H 2x + C, ) 2 deoarece 17) ț (5x3— 7x2 — 1) dx = — 7 — x + C, deoarece J 4 3 f, xi - ; h~7 18) ( -L dx = 2 fi + c, J I x 19) fl — j dx = In | x | — — jț x x2J x г® A/ x | = 5x3 — 7x2 — 1 3 J deoarece (2 F x)' = 2 • —= ~^= • 2 Ух V x + C, deoarece I ln | x |— — I = — + — ■ ț x) x x3 2 Primitivele unor funcții elementare Procedînd ca în exemplele din numărul precedent, se obține tabelul de integrale nedefinite de mai jos (Egalitățile din acest tabel sînt adevărate dacă, și numai dacă, funcțiile respective se consideră definite pe un interval) (I) r"dx = + C (n întreg, n =f=—Л) sau: ( 1 ЙЖ = ?—— + C (n întreg, n ={= 1) J Xй (n 1) X 1 (11) ( xn da;= —|- C (a real, a =f= — 1) J a + 1 în particular \-Ld;r= ( /Ьж = + C= 2fz + C J I' X J 1 2 sau (—hd;K = Ух + c- J 2,' x (III) ț1 J я 4 dz = ln | X | + C 276 CAPITOLUL XI INTEGRALE (IV) ( і-л 1 — dx = aresin x + C J fi —z2 > (V) j 1 g dx — arctg x + C (VI) i sin x dx — — cos x + C (VII) l cos x dx = sin x -j- C (VII I) ț—-— dx = tg x + C J COS2 X (IX) ( —— dx = •— ctg x + C J sin2 X (X) ț ax dx = — + С ; Г exdx = ex + C ' ' J In a 3 Proprietățile primitivelor Din egalitățile echivalente F'{x) = f(x) și J f(x)dx = F(x) + C deduce imediat egalitatea : /F' (x) dx = F (x) + C Această ultimă egalitate este utilizată mai jos pentru a demonstra două proprietăți importante ale integralei nedefinite I ,f af (x) dx = a J f (x) dx a 0 într-adevăr, să notăm cu — constanta de integrare a integralei ff(x) dx, C parcurgînd toate numerele reale : $ f(x)dx = F (x) + a Aceasta înseamnă F' (x) = f(x), deci (aF (x))' = aF’ (x) = af(x), § 3 PRIMITIVE 277 de unde, notînd eu C constanta de integrare a integralei /af(x) dx, obținem : f af(x) dx = j (aF (x))' dx — aF (x) C — a^F (x) -j- —j = ojf(x) dx în particular, luind a = — 1, obținem : f (■— f (x)) dx = — ( fi(x) dx II- j (Ă(*) + g (*)) dx = J f (*) dx + j g (x) dx într-adevăr, să notăm cu C\ și C2 respectiv constantele de integrare ale integralelor din membrul drept (C1 și C2 parcurg toate numerele reale): {f(x)dx = F(x) + C\, (g(x) dx = G(x) + C2 Aceasta înseamnă F'(x) = /’(x), G'(x) = g(x), deci: (F (x) + G (x))' = F' (x) + G' (x) = f(x) + g (x) Putem nota cu C1-j- C2 constanta de integrare a integralei ț (Дх) +g(x)) dx, deoarece, dacă Сг și C2 parcurg toate numerele reale, atunci și suma Cj + C2 parcurge toate numerele reale Avem : j (fta) + £(£)) dx = j (F(x) -H G(x))' dx = (F(x) + G(x)) + (Сх + C2) = = (F(x) + CJ + (G(x) + C2) = (/*(x) dx + jg(x) dx Din aproape în aproape se deduce că proprietatea II rămîne valabilă și pentru suma a n funcții : j (Д (x) + + fn (x)) dx = jA(x) dx + ф jfB(x)dx Cunoscînd primitivele unor funcții și aplicînd formulele I și II putem calcula primitivele altor funcții 278 CAPITOLUL XI INTEGRALE 4 Primitivele funcțiilor compuse Deoarece F' (x) d# = dF (x), egalitatea j F’(x) da: = F(x) + C poate fi scrisă sub formă echivalentă ( dF(x) = F(x) + C Această egalitate este adevărată oricare ar fi funcția F cu derivată continuă pe un interval In particular, ea este adevărată pentru o funcție compusă F(u (x)): idF(u(x)) =F(u(x)) + C sau, deoarece dF (u (x)) = F' (u (rr)) dn ( ?), se obține : j F’ (и(ж)) dw(rr) = F(w(a:)) -j- C Dacă nu mai punem în evidență argumentul x, ultima egalitate se scrie astfel: ( F'(u) d« = F{u) 4- C Trebuie reținut că în această formulă и este o funcție Formula are aceeași formă ca și cînd и ar fi variabilă independentă Folosind această observație, putem obține din tabelul de integrale nedefinite de la nr 2 integralele nedefinite ale unor funcții compuse (1) u”du = — -г C «41 (n întreg — f) 1) 1 (x -f- 2)s dx = \ (x 4- 2)8 (x 4- 2)' dx = i (x 4 2)3 d(x 4- 2) = U* du = (x + 2)4 4 2) ț (3x + 5)’ dx = ( (3x 4- 5)ț — 3 dx = 1 [ (3x 4- 5)’ (3x 4- 5)' dx = J J 3 3 J -1- ( (3x 4- 5)’ d (3x 4- 5) = — (3x t 5)8 + c 3 J 3 8 § 3 PRIMITIVE 279 3) \x (x1 4- 5)1 dx = (x* + ■ 2x dx = — ( (x2 + 5)1 (x2 + 5)' dx = 2 J 1 ( (x2 + 5)1 d (x2 + 5) = - ■ -,тЭ + -0)* + C 2 J 2 5 4) \ sin3 x cos x dx — \ sin3 x (sin x)' dx = 4 sin3 xd (sin x) = + C 0) a 3 {]£ — 1'1 — (3® + 2)2 3 (3x + 2)' 77= ==- dx =• h — (3x + 2)2 (V) -— da = arctg и + C 4- № 1) 2 dx = \ \ a2 1 I X l2' dx = — a a -dx = 3 -dx = 3 -— du = 1 1 a V 2) 1 1 4- (2x + 3)2 1 2 1 1 X = — arctg uH-C = — arctg -h C(a =6 0) a a a dX = 1 ( 2- dx = 1 ( 'a Folosind această formulă, vom deduce cîteva proprietăți utile pentru calculul integralelor Aceste proprietăți (cu excepția proprietății (V)) pot fi obținute de asemenea folosind definiția integralei (§2, nr 1) I (v §2, nr 1) § 4 PROPRIETĂȚILE INTEGRALEI 283 II (prin definiție, v § 2, nr 1) III într-adevăr, h da: = ci /‘(t) d z din rezultă c/'( r) d x = c\f (x) Ax = cF (,r), deci h Șj cf (x) d r = cF (x) | = cF (b) — cF (a) = c (F (b) — F (a)) = în particular, pentru c = — 1 obținem : h b j (— f (x)) dx — — j (ж) da: 2 0 1) — 2 0 2 ț (— sin x) dx = 2 \ (— sin x) dx = 0 к = 2 cos x 0 = 2 cos 0 — cos — 2 0) = 2 2 2) 2 1 111 | Xй 2 2x dx = — \ - dx = 2 lx2 + 1 2 1 2 5 IV 2 C L 2x 12 x2 * * + 1 2 1 •= — (in 2 — in 5) = ■— in -— = In 2 2 5 Intr-adevăr, din (ar) da: = T7 (x) și ț " (x) dx = C (x) 284 CAPITOLUL XI INTEGRALE j (f(x) + g(*)) = ВД + G(X), deducem: » deci b j [/•(*) + £(*)](b = [F(x) +ед] |* = [F(i) + G(&)] - [F(n) + G(a)> 4 fc ’-V = (F(f>) -F(a)) + (G(fc)-G(a)) = F(x) + G(-x) Se demonstrează la fel că formula IV rămîne adevărată și pentru suma a n funcții : ТГ T oo 1 f fi dx = — 3 t sin x dx + \-— cos-’ x J J cos2 x 0 Л TE T 4 dx = 3 cos x 1° I + tg X 0 = 3 cosO —3 cos- 4- tg 0 — tg - = 3 1 = 2 — 4 4 2 2 V = /" (x) dx a într-adevăr, din I (x)dx — F(x) § 4 PROPRIETĂȚILE INTEGRALEI 285 deducem: = (F(b)-F(a)) + (F (c)—F(b)) = «= F(c) — F(a) = F(x) |C = j/ (ж) dx Se demonstrează la fel formula următoare : = = (e —0) —(e—1) = 1 o alege и = ex, Să observăm o am avea du = exdx, X2 2 v = ți deci: xex ex x dx a du = uv o o X2 t>du = — 2 0 o r2 — ex dx 2 o o o 288 CAPITOLUL XI INTEGRALE Am ajunge astfel la o integrală mai complicată 2 2) Să se calculeze integrala I = j x* sin x dx 0 Se alege deci: и — x2, du = sin x dx, du = 2x dx, v = — cos x Atunci: Tț 2 1 = x2 sin x dx = и du = uu 0 0 n ~2 0 deoarece x2 cos x 2 (— cos x) • 2x dx = 2 x cos xdx = 2J, 0 calculul П "2 integralei J = j x cos x dx se mai aplică o dată o formula de integrare prin părți: и = x, du = dx, du = cos x dx v = sin x; Rezultă: I = 2J = tz — 2, § 5 METODE DE INTEGRARE 289 adică: j x® sin x dx = r — 2 0 e 3) Sd se calculeze in x dx 1 Să punem и = in x, dv = dx, de unde: du = — dx ч — x x Avem: 1 4) Sd se calculeze j arctg x dx —1 Să punem и = arctg x, do = dx; de unde: du = dx, v = x 1 + X3 Avem: iii I /* Г 1 Г 1 Г ят \ arctg x dx = \ и du = uo — \ v du = x arctg x — l dx = J J -1 J -1 J 1 + x® -1 -1 -1 -i 1 1 C 2x = 1 • arctg 1 — (— 1) arctg (— 1) — — \-dx = 2 J 1 + x® —1 1 = arctg 1 + arctg (— 1) — — \ + J \ dx = f- 2 1 1 4- x3 4 —i 1 1(—1— — 2 2 o 0 0 § 6 APLICAȚII ALE INTEGRALEI ȚA GEOMETRIE ȘI FIZICA 293 § 6 APLICAȚII ALE INTEGRALEI LA GEOMETRIE ȘI FIZICĂ 1 Aria suprafețelor plane Fie f o funcție continuă și pozitivă pe un interval [a, 6] Graficul său este situat deasupra axei Ox (fig 155) b Integrala Șj/'(ж) dx reprezintă aria suprafeței abBA, mărginită de axa Ox, a curba у = f (x) (graficul funcției f) și dreptele x = a, x — b într-adevăr, să împărțim intervalul [a, />] in n intervale parțiale egale, prin punctele de diviziune: a = x0, xu xg, , x,- j , xh , x„ = b și să alegem în fiecare interval parțial [xj-j, X;] un punct Produsul /(£,) (X/— ^«-i) reprezintă aria dreptunghiului cu baza pe intervalul [х; 1? X;J și înălțimea /(Ăi), iar suma integrală S„ = £/Ui) (^i-»i i) t — l reprezintă aria poligonului hașurat în figura 155 format cu cele n dreptun- * ghiuri Acest poligon diferă de suprafața abBA cu atît mai puțin, cu cît numărul n al dreptunghiurilor este mai mare (și cu cit suprafața fiecărui 291 CAPITOLUL XI INTEGRALE dreptunghi este mai mică) Este, deci, natural să luăm ca arie a suprafeței abBA un număr 5, de care S„ să difere cu atît mai puțin cu cit n este mai mare Acest număr este lim5„== Vț®) dx a De aceea, prin definiție, aria S a Suprafeței abBA este egală cu inte-b gr ala jf(x) dx a b S — {f (г) dx J a Observație Dacă funcția f este negativă, /'(x) 0- Graficele celor două funcții sînt simetrice față de axa Ox, deci ariile suprafețelor abBA și abB'A' sînt egale Dar aria S a suprafeței abB'A', determinată de funcția pozitivă —f = Lfl, este egală cu integrala acestei funcții: ь S — j (— f (x)) dx = j [ f (x) | dx a t a Rezultă că aria S a suprafeței abBA, determinată de funcția negativă f, este egală cu integrala modulului acestei funcții: Această egalitate este adevărată și în cazul unei funcții pozitive, f (x) 0, deoarece, în acest caz, | f (x) | — f (x) Egalitatea rămîne adevărată și în cazul unei funcții al cărei grafic traversează axa Ox Să verificăm această afirmație pe cazul prezentat în fig 157 c d b d S = Sx + S2 + S3 = |f(x) I dx + j \Цх) I dx + j | f(x) [ dx = f (x) | dx a c d a § 6 APLICAȚII ALE INTEGRALEI LA GEOMETRIE ȘI FIZICA 295 Exemple: 1) Aria triunghiului mărginit de axa От, dreapta у = 2x ți dreapta x — a (fig 158), Am regăsit rezultatul obținut în § 1, nr 1 Fig 158 (3x 22 2 1 3 • 1 de axa Ox, parabola у = x“ dreapta x = a (fig 160) este 3x2 — a 2) Aria suprafeței mărginite de dreptele: у = 0 (axa Ox), у — 3x — 1, x — 1 și x — 2 (fig 159) este: 2 a 0 Fig 160 Am regăsit rezultatul obținut in 5 1, nr 2 = 4 —— 2 Se poate verifica acest rezultat, folosind formula ariei unui trapez 3) Aria suprafeței mărginite ți f S = \ x2 dx = — Fig 159 296 CAPITOLUL XL INTEGRALE deci 4) Ecuația cercului cu centru! in origine și raza R este x2 4- y2 = R1 Semicercul superior are ecuația у = /— x2 (fig 161) Aria semicercului este : Л S = j l' A“ — x2 dx — Я Pentru calculul acestei integrale se face schimbarea de variabilă: x — R sin t, dx = R cos l dl Pentru x •= — Я avem — R = R sin t, deci sin t = — 1 și t = — — • 2 Pentru x ~ R avem R = R sin t, deci sin l = 1 și t = — • O R 2 2 j У Я2 — x2 dx = |Гя2 — R2 sin21 R cos I dl = j K1 — sin2 7 R2 cos l dl = —® д я 2 2 Aria cercmui este deci rrRa Am verificat pe această cale un rezultat cunoscut din geometrie 5) Să se calculeze aria suprafeței mărginite de parabola у = x2 și dreapta у = 2x ;fig 162) Aflăm mai intîi punctele de intersecție ale celor două curbe, rezolvînd sistemul: ( “= x* l У = 2x Se obțin punctele (0,0) și (2,4) Aria suprafeței mărginite de axa Ox, dreapta у = 2 x și dreapta x = 2 este dată de integrala 2x dx, iar aria suprafeței mărginite dc axa Ox, parați Fig 162 § 6 APLICAȚII ALE INTEGRALEI LA GEOMETRIE ȘI FIZ’CA ■ 297 boia у = și dreapta x = 2, este dată de integrala celor două arii: j x* dx Aria căutată este dată de diferența 2 Volumul corpurilor de rotați© Volumele unor corpuri simple, cum sînt prisma sau piramida, se cunosc din geometrie Volumul unui poliedru se poate afla descompunînd poliedru! în piramide și însumînd volumele acestora în geometrie s-a calculat de asemenea volumul cilindrului, ca limită a șirului volumelor unor prisme care au ca baze poligoane regulate înscrise în cercul de bază al cilindrului Dacă R și 1 sînt respectiv raza și înălțimea cilindrului, volumul său este V = ~1OI Urmînd un procedeu analog, de aproximare cu poliedre sau cilindri, se poate defini volumul și pentru alte corpuri în acest număr va fi definit volumul unui corp de rotație obținut prin rotirea unei suprafețe plane in jurul unei axe din plannl său Fie у = f (x) ecuația unei curbe plane, f (x) fiind o funcție continuă și pozitivă pe un interval [a, i] (fig 163) Prin rotirea trapezului curbiliniu abBA în jurul axei Ox ia naștere un corp de rotație Să împărțim intervalul [a, b] în n intervale parțiale egale, prin punctele de diviziune Fig 163 CI -— *^1» ^2? *" în fiecare interval parțial [xnj, derăm dreptunghiul cu baza pe intervalul ж,] să alegem un punct și să consi-x;] și cu înălțimea f ( 293 CAPITOLUL XI INTEGRALE Prin rotirea acestui dreptunghi în jurul axei Ox ia naștere un cilindru cu raza f și înălțimea x,— х^ Volumul sau este Volumul V„ al corpului format din cei n cilindri este egal cu suma volumelor acestora: »-i Corpul format din cei n cilindri diferă de corpul de rotație generat de suprafața abBA cu atît mai puțin, cu cît numărul n al cilindrilor este mai mare (și cu cît volumul fiecăruia este mai mic) Este deci natural să luăm drept volum al corpului de rotație considerat un număr V, de care V; sa difere cu atît mai puțin cu cît i este mai mare Să observăm că, notînd h(x) = ( r), Vn se scrie astfel (х -х - Д 1 deci V„ este o sumă integrală a funcției h, iar limita șirului (FB) al sumelor integrale este egală cu integrala funcției A: h t b lim Vn — (7i(x) dx = (Ttpțaj dx = tu ( f2(x) dx Я — oo J J J a a a Prin definiție, se ia V — lim V„, adică : ■ Ti-iOQ b V = 7T ( dx Exemple: 1) Să considerăm un con circular drept de rază R șl înălțime h Conul se obține prin rotirea unei generatoare 0 4 în jurul axei Ox a conului (fig 164) Dacă notăm cu a unghiul format de generatoare cu înălțimea, obținem tg a = — > deci ecuația dreptei OA este Л Я У = — x Л „ CE2, ттЯ3 f , , яЯ3 x3 rrf?3 Л’ nR2h V = tz \ — x2 dx = -\ x2 dx — — = — = • J Л2 /i! J ti2 3 jil h2 3 3 O 9 § e APLICAȚII ALE INTEGRALEI LA GEOMETRIE ȘI FIZICA 293 2) O sferă de razii R se obține prin rotirea unui semicerc în jurul diametrului său Dacă alegem originea în centrul semicercului ți axa Ox de-a lungul diametrului (fig 165), ecuația semicercului este : у = ѴЯг - z* Volumul sferei este deci: 3 Centrul de greutate al suprafețelor plane R a- fci- te După cum se știe din fizică, pentru unele suprafețe simple centrul de greutate poate fi determinat ușor Dacă o suprafață are o axă de simetrie, centrul de greutate se află pe această axă Dreptunghiurile și romburile au două axe de simetrie, deci centrul de greutate se află la intersecția acestor axe Centrul de greutate al triunghiurilor se află la intersecția medianelor Fie acum un sistem de n suprafețe cărora le cunoaștem coordonatele centrelor de greutate (xlf yj, (x2, y2), , (x„, y„) în raport cu un sistem de axe de coordonate Dacă suprafețele au respectiv ariile slf s2, s„, atunci coor- donatele (xc, yc) ale centrului de greutate al sistemului sînt date de egalitățile : n « ESiif , , % 4- s2Ja ~ь + Sn^rt j- 1 , *101 -i- I *1 + *»■’+ + sn -2L 4“ t J — i 1 Să considerăm o funcție pozitivă și continuă f definită pe un interval închis [a, ă] și să considerăm suprafața plană abBA mărginită de axa Ox, graficul funcției f (curba у = f (x)) și dreptele x = a, x = b (fig 166) Ne propunem să definim centrul de greutate al acestei suprafețe Pentru aceasta, să împărțim intervalul [a, în n intervale parțiale egale, prin punctele dă diviziune : CL —- «2?q, “^1? *^2' , Xi t, x„ , x„ = b 300 CAPITOLUL XI INTEGRALE în fiecare interval parțial [x, j, x,] să alegem punctul la mijlocul acestui interval și să considerăm dreptunghiul cu baza pe intervalul [x,- n ®,] și înălțimea f (?;)• Aria sa este Si = f(li) (Xi — Xi j), iar coordonatele centrului său de greutate sînt ț ~ /"(U) • Pen' tru sistemul celor n dreptunghiuri, coordonatele centrului de greutate sînt deci: 22 ^/■(5 ) (®і —®i-i) — 7«= I Xn = ’ (ii —®»-i) î- I - jj/U) (Xi-aii-i) a b lelor corespunzătoare : j Observăm că la numitor se află suma integrală a funcției f (x), iar la numărător se află respectiv sumele integrale ale funcțiilor xf (x) și — f2(x) b b Sumele integrale tind respectiv către integralele j f (x) dx, xf (x) dx, b a a de mai sus tind respectiv către rapoartele integra-1? xf(x) dx — J f2 (x) dx f (x) dx ț f (x) dx a a Prin definiție, aceste rapoarte sînt coordonatele x și у ale centrului de greutate al figurii abBA : § 6 APUCAȚII ALE INTEGRALEI LA GEOMETRIE ȘI FIZICA 301 Exemple: 1) Să se afle centrul de greutate al figurii mărginite de parabola y- = x și dreapta x = 1 (fig 167), Deoareie figura are axa Ox ca axă de simetrie, centrul de greutate se află pe această axă, deci ya = 0 Rămine de calculai xq Din motive de simetrie, abscisa z, a centrului de greutate al părții de deasupra axei Ox și abscisa xt a centrului de greutate al părții de sub axa Ox sint egale; de asemenea ariile Sj și sa ale celor două părți sînt egale, deci: Z,S, + X2S2 IjSi 4- «jS, xG = -= - — si + sa 4” Sj Așadar: j zKxdz o ®G = = — ț VăTcIz o Dar : Fig 167 și: 302 CAPITOLUL XI INTEGRALE Ele sînt (0,0) și (1,1/ Cele două curbe sînt respectiv graficele funcțiilor ft(x) = хг și /2(r) = yȘ Atunci: I l ) j -rf2(x) dx— j xfj(x)dx j x[/-2(x) — fx(x)] dx ooo XG ~ 1 1 1 f f2(x) dx — ( f/x) dx ( [f2(x) — fj(x)] dx и o o Datorită faptului că prima bisectoare este axă de simetrie a figurii, centrul de greutate se află pe această axă, deci ув — xq Deci: 3 4 Lucrul mecanic Dacă un corp se deplasează pe o dreaptă, cu distanța d, sub acțiunea unei forțe constante F, dirijate de-a lungul dreptei, atunci produsul Fd dintre forță și deplasare se numește lucru mecanic efectuat de forța F pe distanța d Să presupunem acum că mobilul se deplasează pe axa Ox, de la a la b sub acțiunea unei forțe F (x), care este o funcție continuă de x Să definim § 6 APLICAȚII ALE INTEGRALEI LA GEOMETRIE ȘI FIZICA 3C3 și în acest caz ce se înțelege prin lucru mecanic efectuat de forța F (x) de la a la b Pentru aceasta, să împărțim intervalul [a, i] in n părți egale (fig 169), prin punctele de diviziune я = xa, x15 x2, >••, , Xj, , x„ — b 4 1 -f t -) ♦“ О а І 4 Г Fig 169 în fiecare interval parțial [xt-1( x,] să alegem un punct ț; și să considerăm produsul F(^) (хі-хЛ Acest număr este egal cu lucrul mecanic efectuat pe intervalul [х; 1} ®«J de o forță constantă, egală cu F(Zi)- Suma fci reprezintă lucrul mecanic total efectuat de diferitele forțe constante F(ț,) pe intervalele corespunzătoare (x, n x,) Observăm că suma aceasta este suma integrală a funcției F(x) Sumele integrale tind către integrala h [ F (x) dx care este, prin definiție, lucrul mecanic L efectuat de forța F(x) de la a la b : h L — j F(x) dx a Exemple : 1) Un corp este atras de im resort, fixat cu un capăt intr-un punct O, cu o forță proporțională cu distanța de la poziția corpului la punctul O Să se afle lucrul mecanic efectuat cînd corpul se deplasează sub acțiunea forței de la b Ia a (fig 170) Avem E(x) = — kx unde к > 0 este un coeficient de proporționali-tate Am luat forța cu semnul —, deoarece ea esle dirijată in sensul negativ al axei Ox Lucrul mecanic este: 0 o Fig 170 f r2 F(x) dx — — \kx dl- = —к b h к — — (i>3 —- а2) 2 3?4 CAPITOLUL XI INTEGRALE 2) Să considerăm un vas cilindric închis la un capăt și în care se află un gaz sub presiune (fig 171) La celălalt capăt al cilindrului se afiă un piston Să se afle lucrul mecanic efectuat de forța de presiune a gazului prin deplasarea pistonului, știind că volumul gazului crește de ia Fig 171 Vo la V,, temperatura rămlnînd constantă Pentru aceasta, să notăm cu S aria bazei cilindrului Conform legii Boyle-Ma-riotte, Intre presiunea p și volumul V există relația pV = к = const , p deci p = — • Forța F de apăsare a gazului V este egală cu produsul pS dintre presiune și suprafață F = pS=^ V Dacă alegem un sistem «ie axe ortogonale, ca ln figura 171, și dacă notăm cu x distanța dintre piston și celălalt capăt al cilindrului, atunci volumul V este funcție de x: V(x) = Sx și, deci, și forța F este funcție de x: kS F(x) = r(x) Să notăm cu z0 și Xj pozițiile pistonului înainte și după deplasare : Vo = Sx0, Vj = Sx, Atunci, lucru] mecanic efectuat este: XI XI L — \ F(x) dx = \ -2— dx J J V(x) x, Xn Să facem înlocuirea V = V(x) = Sx, deci dV = Sd r Pentru x = x0 avem Vo = Sr0 și pentru x — x, avem = Sxl-, deci: xi Г kS С к F, V, L = \ — dx = \ - dV = к ln V = A(lnV —lnV0) = fr ln — • J V(x) J V U0 Vo xo Po EXERCIȚII Urmînd procedeu] expus în § 1, să se calculeze ariile suprafețelor delimitate după cum urmează : 1 Graficul funcției f (x) = ж2— x, axa Ox, dreptele x = 1, x = 2 2 Graficul funcției f (x) = x3, axa Ox, dreapta at= 2 EXERCIȚII 305 Aplicind direct definiția integralei de la § 2, să se demonstreze egalitățile : b 3 \ C dx = C (b — a) (a — j; F(0) — 3 66 ^) = ^; f(1) = k Să se calculeze următoarele integrale : 3 67 f (x2 — 5x d~ 1) dx o 69 j (x^x + x2) dx i 2 68 ( J 73 ț cos2 x sin x dx b i 75 ț z2e(’+1 dt -i а b 77 ( î -dx J а2 Ц- b-x2 0 72 ț — dx J x 1 я 2 74 j sin3 a da o 3 ТГ f 1 я 78 ( ■ cos - dt J 1 -f- sin2/ Э 308 CAPITOLUL XL INTEGRALE Să se calculeze următoarele integrale : | sin x | dx f(x) dar, unde f(x) — pentru — 1 x -С 0 pentru 0 C x 'C 2 —2 82 j f(x) dx, unde f(x) = 3 83 f(x) dx, unde f(x) = —e* X3, pentru — 2 x pentru 0 2 109 у = e*, у = O, x =0, x = 1 ПО у = ln x, у = O, x = a, x — b (1 a 6) 111 у = x]rl — x2, у = O, x — 1 în exercițiile următoare să se calculeze volumele corpurilor formate prin rotația în jurul axei Ox a suprafețelor delimitate de curbele specificate în fiecare caz în parte : 112 у — Зх2, у = 2x 113 у — а?, у = x2 114 у = sin x, у = О, х — 0, х = — 2 115 у = tg х, г/ = О, х = 0, х = — 4 116 у = х ]/ д , у = 0, х — — Să se determine centrul de greutate mătoare : 118 Suprafața delimitată de у = O care corespunde la О С x C n 117 у = xex , у = O, x = 1 al fiecăreia dintre suprafețele ur- 1 și de bucla sinusoidei у = sin x 310 CAPHOLWL XI INTEGRALE 119 Suprafața din primul cadran, (x > 0, у > 0), delimitată de elipsa X2 y2 —b -1 = 0 și de coarda care unește vîrfurile curbei situate pe direc- a3 b2 ția pozitivă a axelor de coordonate 120 Suprafața din primul cadran, delimitată de elipsa — + — — 1=0 aa b2 și de cercul x3 + y2 — a2 121 Forța F cu care o sarcină electrică e± atrage sarcina electrică e2, de semn contrar lui și situată la distanța r de elt este dată de relația F = k -— {/г o constantă) Să se calculeze lucrul mecanic efectuat de forța F pentru a scurta distanța dintre ег și ea de la r' la r" 122 Forța necesară comprimării unui resort metalic este proporțională cu „turtirea" resortului în raport cu poziția inițială Știind că la fiecare 2 cm comprimare forța crește cu 5 kgf, să se calculeze lucrul mecanic efectuat pentru a comprima resortul cu 30 cm 123 Un gaz este închis într-un cilindru cu piston mobil Admițînd că gazul se supune legii Boyle-Mariotte, pV = k, să se calculeze lucrul mecanic efectuat de gaz pentru împingerea pistonului, admițînd că la momentul inițial pistonul se găsește la distanța a de fundul cilindrului, iar la momentul final la distanța b Se presupune că aria bazei cilindrului este S 121 Un corp se mișcă rectilinii] conform legii s(t) — kt3 Știind că rezistența mediului este proporțională cu pătratul vitezei, să se calculeze lucrul mecanic efectuat de rezistență cînd corpul se deplasează de Ia s = 0 la s — a 125 Adîncimea unui puț de mină este de 400 m Să se calculeze lucrul mecanic efectuat pentru ridicarea ascensorului, știind că greutatea acestuia este de 2 000 kg, iar greutatea metrului de cablu de 2 kg EXERCIȚII SUPLIMENTARE 1 Să se cerceteze, discutînd în raport cu numerele reale a Și ₽, dacă șirul an — a” £ Ț- (« 1) are limită a — 1 2 Pentru fiecare număr real x să notăm cu [x] cel mai mare număr întreg mai mic sau egal cu x ([^] 0), să se determine dreptunghiul de arie maximă înscris în segmentul de parabolă cu baza perpendiculară pe axa parabolei și de săgeată k (se numește săgeată distanța de la virful parabolei la baza segmentului) 9 Se grupează 60 elemente galvanice, fiecare cu forța electromotoare e, rezistența interioară r și rezistența exterioară R, in modul următor: cîte n elemente legate în serie formînd o baterie și apoi m baterii, fiecare de cîte n demente, legate în paralel Cum trebuie alese numerele n și m astfel încît intensitatea J a curentului furnizat de bateria uniră compusă din cele 60 elemente să fie maximă? Aplicație : 1° г = 1 ohm, Ii ■= 135 ohmi; 2° r = 1, /? = 15; 3° r = 1, Я = 2,5 312 CAPITOLUL XI INTEGRALE 10 Dintr-o localitate A, situată lingă o cale ferată, se dirijează un transport de mărfuri spre o localitate B, situată la 9 km de calea ferată Distanța de la A la proiecția lui В pe calea ferată fiind de 30 km, iar costul transportului unei tone de marfă pe distanța de 1 km fiind a pentru calea ferată și p pentru transportul cu autocamionul, (a 0, b > 0, iar — = r număr rațional) Notînd w3 cu T perioada acestui curent, să se calculeze intensitatea eficace: Г £ = dzl2- o 19 Un curent alternativ de intensitate I (l) = a sin (este util să se observe că inegalitatea de la exercițiul 5 rezultă și utilizînd inegalitatea de ia exercițiul 6, după ce se scrie mar;t — tnaTm = (marit — mgl 4- (mg— marm) și după majorarea membrului drept al acestei egalități, ținînd seama de inegalitatea de la exercițiul 2) 7 Se va observa că trinomul de gradul 11 (aj 4- uț) z2 4- 2 (а^Ьг 4- а2Лг) x 4-se descompune intr-o sumă de pătrate, deci are valori pozitive pentru orice z; se scrie apoi consecința pentru discriminant Un raționament perfect analog conduce la demonstrarea inegalității (n v2 r n n \ lf~ a^bf С У*) а* bl 8 Se pune ax = I/ Ьх = I/ —, și se aplică inegalitatea J kfcl J ț а V r Cauchy-Buniakovski (pentru n = 3) 9 Se pornește dela S(oi + bfc)2 = S «1 + S ** + și se aplică inegalitatea Cauchy-Buniakovski termenului '£(>k,'k ceea ce conduce la majorarea membrului drept al egalității anterioare prin at + bl)2 10 Se evaluează | b — a |, după cum u deci xx »= — 5 5 3 x 14 x = 0 15 Nici o soluție Exercițiile 10-18 trebuie tratate examinînd de 5 ' 113 fiecare dată posibilitățile x > 0 și x xa = -■ 17 x = — -18 Nici 2 8 2 318 CAPITOLUL XL INTEGRALE o soluție 19 ab> 0 — două soluții; ab 0 — o soluție (oricare ar fi c);b2— a2 0; nici o soluție, dacă ac -VZ)M3, l\, Mt și ăfs — in- comparabile, M2 șl M3— incomparabile; N, Mlt {5) U {2n)new W, M3, M2, {2}, 0; (Л/г U M ) А л^і = (ЛГ2 f~| Л/j) (J (ăf3 (“) Л/J — {2} (J (6п),е,ѵ 5 Mulțimea căutată este intersecția mulțimilor de numere reale care satisfac fiecare dintre inegalități, deci (—00, — 2) Q (—со, — 1) = (— oo, —2) ' 6 (1,4] 7 1« ( 00, — 1) țj (5, + 00) I 2 I 17 [—3, — 1) 18 (—1,3] 19 (2) , 20 0 21 ф 22 ф 23 Se pune condiția | sin x | n + " evident, a„ 0 sau a 0 sau a 0 oarecare dat, punind condiția | a„—2 | ■■ S De exem-e piu, luind e = —- se obține N> 199, adică termenii aml, a20 „ sînt toți situați IO3 (1 11 2 2— —, 2 H ; luînd e = — se obține W > 2, adică termenii a,, a 100 100J 3 ’ 4 a6, sînt situați in intervalul 2 4- — j (este bine ca elevii să verifice că at și INDICAȚII Șl RĂSPUNSURI 319 at — adică 1 și sînt situați tn afara acestui interval) Dacă e 2, rezultă N > O, deci to/i termenii șirului sînt situați în intervalul corespunzător G Procedînd ca la exercițiul anterior, se obține N > ; pentru e 1, scriind 2 , se găsește limita 1 Pentru |a | 1; — 1 pentru | a | 0; in cazul de față, a — — 8 —oo 9 Deoa- 3 rece —> oo și — n -> — oo, iar oo — oo nu are sens, trebuie transformat a„, ceea ce se obține înmulțind și împărțind cu expresia conjugată, adică cu fn2 4-1 4- n; sc obține limita 0 10 Se amplifică cu conjugata lui У n2 4- 1 — n și apoi se împart numărătorul și numitorul cu n; se obține limita 1 11 Se dă în factor n; limita este oo 12 — oo 13 со 14 0 15 oo 16 0 Capitolul VI (Funcții) 1 în primul caz — o singură funcție, f (аг) = f (fla) = b; în cazul al doilea — patru funcții, și anume două funcții constante, Д (a,) - Л (аг) = 6,; f2 (at) = (a2) = 6S, f3(x); f, (ai) = 6i> /s (°a) = *2; A (x) ft (°i) = ьг> fi (az) = bi; in cazul al treilea, procedînd în mod analog se găsesc opt funcții 2 &BMN ~ &ABC, deci -A = AA Aplicînd teorema lui MN MB Thales ln ДАВВ', rezultă AA —-— Se obține P(x) = 26 4- — — x, A (x) = AI В h — x b = ăxp—A}; ambele funcții sînt definite pe intervalul (О, Л) 3 Se ține seama că masa se obține înmulțind densitatea cu lungimea Rezultă : 10, pentru — oo 0 ți se obține (—X,—2|(J + «>)• 26 (—5,2) 27 (—X, — 7) (J (2, + x) 28 (0, + X) — — {!} =(0,i)Ud ь «)- 29- lb ь ») 30 (-1,2) 31 « — Г-2А' 7-1—| t 2 I h întreg 32 R — {Iert} к Întreg, 33 j? —{)} — {2 Атт} к întreg 34 f(z) este definită pentru sin x > 0, adică pe reuniunea infinită de intervale: țJ, -) [J (2re, Зге) U (4re, 5re) (J 35 I — - , — — — j (J — — — > — — j U 2®‘ I — b + °°) • funcția poale fi definită in — 1, deoa- rece în acest punct exponentul 1 — x este pozitiv 37 R 38 [0, + x) 39 |— 1, 2), 40 Reuniunea dintre mulțimea numerelor iraționale pozitive și mulțimea numerelor rațio- nale p cu | p | (u) = sin u, и (X) = 2x + 3 ' (1 + x)2 56 ș (p) •= arctg w, v (u)= u4, и (x) = x — 5; sau 9 (r) — arctg z, г (x) = (x — 5)* 57 £ o (a) = |^tr, p (u) = tg u, u (x) = — - 58 ț> (ir) = In v, v (u) = cos u, u (x) = X3 59 r + 1 9 (u>) = «A iv(v) = in t>, u(u) = arcsec u, ufx) = (x + 3)3 60 x2’— strict descrescătoare pe (— X, 0| și strict crescătoare pe [0, + x); x2B+* — strict crescătoare pe R 61 strict crescătoare pe (— x 0) și strict descrescătoare pe (0, + x); - x2"+1 strict descrescătoare pe fiecare din intervalele (—x, 0), (0, + x) în parte, dar nn este strict descrescătoare pe R 62 l,rx— strict crescătoare pe [0, + x): —— strict descrescătoare, pe (0 + x); К x 4 21968 322 CAPITOLUL X! INTEGRALE strict crescătoare pe R; — — strict descrescătoare pe fiecare din intervalele (—oc, 0), V* (0, + oo) in parte 63 ax— strict crescătoare pe fi, dacă a> 1, și strict descrescătoare pe R, dacă 0 , inversa funcției crescătoare f2(x) este: f2(x) — F x 4- 1 67 R; 1 /■(x) = — yx—o 68 f(x) nu are inversă pe (—2,2), dar, procedind ca la exercițiul 66 se obține: pe [ — 20) /,(x) = iar pe |0, 2): fj(x) = |r4 — x2 69 R; f(x) = — logu ax 70 o rr -I 1 f(x) = — aresin x 72 : = — arcctg •O x 73 I f(x) = arccos 3x — n—2 <> /■(X) = (arctg ar fi o, b, c, d, (exceptind biunivocă și, reciproc, dacă ad—bc > 0 funcția este strict crescătoare, iar dacă ad — ăc 0, deci (*„ — 1? șirul x„ -> oo 2x» 4- x„ 4- 5 se sene -=— Xn 2 -n- Și 1 se numărul real, r x„ 1 sin X‘ și —— -> 0 5 Analog cu exercițiul 4 7 și 8 Analog cu exercițiul 6 9 G De x, considerînd șirul (xB) = (nir), 0,0,0, , deci sin x„ —>■ 0 Luind apoi 1 ” ~ • ă- Analog Și (хп — l)2 -* 0; 4 Oricare ar fi observă că, oricare ar fi x2 — x„ + 1 Se scrie — - exemplu, pentru ft(x) evident că x„ -* + oo, іат (sin x„) este șirul alt șir, de pildă y„ = ‘ , evident că 2 —1 0 xrt ■ 3 = x„ 3 y„ oo, iar lim sin y„ = 1 =jfc n->« lim sin xn Se mai poate n->0o observa că există șiruri z„ -> oo, de exemplu z„ astfel incit șirul (sin r„) Toate limitele sint egale cu 0 Se va ține seama de nu are limită, 10 — 13 Л inegalitățile- | sin a | — 5, 2x2 4- x 4- 5 > 2x2, iar lim 2хг = so, *->oo deoarece 2x- -* oo, oricare ar fi șirul x„ ->■ oo; limita căutată este de asemenea oo, 15 Pentru x —2, x 4- 3> 1; limita căutată este oo 17 e2x2+*+l > 2xa 4- ® + 1 > 2x2; limita 3 l V~s T T2 1 in-X—1) este oo 18 evx > x * ; limita este со 19 e > —- ; limita este oo 20 — - a, cu x„ rațional pentru orice n, și p„-*a, cu i/„ irațional pentru orice n) Funcția este continuă pe R Rădăcinile ecuației x4 — 10x2 4-9 = 0 sini : — 3, — 1,1,3; pe (—oo, —3), INDICAȚII ȘI RĂSPUNSURI 325 funcția este strict pozitivă; pe (—3, — 1)— strict negativă; pe (—-1,1) — strict pozitivă; pe (1,3)— strict negativă; pc (3,oo)— strict pozitivă 15 Funcția este continuă pe R; pe 1 2 — | — strict pozitivă; pe j — > 2iț j — strict negativă 18 Funcția este continuă pe [O, 2rr] pe — strict negativă; pe 15я 7nl /7п lirei (lire — strict pozitivă; pc — > — —strict negativă; pe — > -— —strict pozitivă; pe — » 2re (66) (66/ (6 — strict negativă 19 Funcția este continuă pe R; pe ț— cc, In — | —strict negativă; pe /51 i In — t oo j — strict pozitivă 20 Funcția este continuă pe (O, oo); ecuația 1 + 2 In x = O 1 l И (11 are soluția 77=7 • se constată ușor că И — O, deci, pe O, I funeția este V e ( e ) \ \ e I strict negativă, iar pe I 77= , + 00 | — strict pozitivă 21 Funcția este continuă pe (O, 00); V e 1 ecuația ln2x — 3 In x 4- 2 = O are soluțiile x = e ți x = e2; se constată ușor că f(l) > O, £ /(e2 0; deci pe (O, e) funcția este strict pozitivă; pe (e, ег) — strict negativă; pe (e2, 00) — strict pozitivă Capitolul IX (Derivate) f(x) f(x A 1 —8 Se cercetează dacă raportul — ——5— are limită în x = xe : 1 f'(l) — 3 x — x0 2 f'(3) = 78 3 f'(—2) = 2 4 f(l) = — 5 f'(0) = 0 6 f'(0) = 2 7 f(x) este continuă 2 în x = 1, dar nu este derivabilă în acest punct; notînd R(x) = se va arăta că x — 1 R( 1 — 0) = 3, R(1 + 0) = 2 8 f(x) este continuă în x = O, dar nu este derivabilă In acest punct (se va ține seama de faptul că sin — nu are limită în x = Oj • 9 —10 Se ține seama de interpretarea geometrică a derivatei Derivata se va calcula aplicînd direct definiția 321(3 9 a = — 3 10 a = 11 6X® —14x+1 12 5x* — 96zs 4-16 ІЗ Зх3 —15a2 + O 6 4 x 14 — x® — 15x® 4- — x 15 7 cos x— бх2 16 20x3 + 2 sin x 4- x -ț- 3 cos x, 17 — 7 3 * — 2(1 4- x) sin x—x2 cos x 18 5 cos 2x 19 xs cos x 20 (3x2 — 2x — 2) sin x 4-4- x(x2 — x — 2) cos x 21 9(2x 4- 1) (x2 4- x 4- 1)* 22 2(3x — 2)731 (5505x! — lOx 4- 1098) CAPITOLUL XI INTEGRALE 326 3 23 7*os*xsinx 24 sin3 x 25 cos3 x 26 — sin2 2x—sin4x 27 sin" 1 x cos”-1 x(m cos2x— 4 — л sin2 xl 28 3(2 — x2)131 ■ [(2 — x2) sin 2x — 864x sin2 x], 29 sin1 x cos4 x 30 (x + l)a 32 LLfL 33 L^2l 34 2(1 ~*2)- ■■ 35 + 36 = (ex 4- d)2 (1 — x2)3 Xе (x2 — x + l)2 (1 + x)3 37 -^ 38 1 - 39 40 -J- 41 -*- sin x cos X 1 + COS X (cos X + X sin X)2 COS4 X sili4 X sin2 X 1 , , COS3 X — sin3 X 42 - 43 44 COS® X cos8 X 1 4- sin 2x 8 3 /1 45 - 46 sin2 x 47 2 COS5 X COS X (cos2 2x 48 -2(1— 2 5in 2l) 49 2 cos4(2x— 1) — - sin2(4x — 2) 50 12(2x + l)(x» 4- eos3 x) cos2 2x 2 x + l)3 sin 2[(x2 + x + l)4] ăl cos x ■ cos(sin x) — 2xsinx2 2sinxsin(cosxj !*=• 1 • —• 1 ■ ' cos2(cos x2) cos3 (cosx) X 56 cos x • cos(sin x) • cos[sin(sinx)] C1 2(2x + 1) co 12x» ’ X2 4- x + 1 ' (X3 — 1) in 10" 2 1 67 - 68 — ntgx sin 2x x in x 54 — sin 2x • cos(cos 2x) 55 n sin”-1 x • cos(n 4-1) 57 In x 56 -59 1 ~ІП-Г 60,-—-— x ln2 x x2 3x — 1 3 2x 63 64 - 65 ctg x 66 - X3 — 1 x4 — 5x2 4- 6 69 -— - • 79 tg3 x 71 — 72 — sec x 73 2cx sin x 74 e0x(5 sin3x4- (1 + X2) In (1 4- X2) sin3 X 2ex 1 — 1 —— 4-3 cos 3x 4-5) 75 13e2X cos 3x 7G 77 ex • 78 — e x 79, —2xe-12 (e* 4- l)2 x2 x2 »+l 80 81 nxn~I(a)1” Ina 84 21 • x 85 3xa2 — 5x 2 4-3 82 6(x 4- 1) a3l2+3î+1 ln a 83 - (x —l)2 2 „ 86 — x 3 —6x 87 yizVF-l 4 2-x 4 + lOx4 3 4 98 7 8 fx ’ ■ 2 Ух 4- 1 89 x 4- 1 90 80 98 100 — Sx2 2 -2 — In x)x x Ух2 4- 2x — 1 2x Ț" x2) 3 У1 4- x2 „ X ln X 100 ■ Ух2 4- 1 91 — хУх— 1 92 2 94 (1 — 1 99 cos 2x У x2 4- 1 ' a4 — a2x2 — 4x4 xeV x * 95 -țr — — -• 96 -• 1 У(1 — X2)3 1 x(14-x2> 101 e*(x* 4- 2) (x2 — x 4-1) Ух4 4- x2 4- 1 102 (1 — 1 103 — (ln x 4- 2) x 2 2 104 (sin X 4- x COS X ■ ln x) x””»-1 /1 -4- x2 \ 1 1 105 2 —4- x in tg x I (tg x)3+2! 106 r=; Г(2) = Г(—2) = -— l sin 2x ) ) x I F x2 — 1 ’ 2 У 3 2x 107 2£î±^• 108 - 2* ■ 109 1 110 2X r^ -• Г(1) = -X— У1 — x2 У1 — X4 IX 1 (1 4- X2) У2 4- X2 ’ Гз и—1) = ^=« ’n -——; лз) = -> и—з) =—-• 112 —— из — Уз j x | (1 4-z2) 5 5 a24-x2 14-x2 INDICAȚII $1 RĂSPUNSURI 327 114 -115 î—î—г-4 116 e aretS* (1-ț-2x arctg x) 117 1 118 }л2 - 2 Г x (1 + x) 1 + 12 2 119 4,- —l>2 120 a)~; b)i; c) -— - 121 - 122 — • 123 — 124 — a + b 10 40 120 10 50 225 3000 125 Notind cu г raza cilindrului și eu x înălțimea sa, se obține V(x) = тгг2х, deci dV =* — ~r-dx Înlocuind x = 2,7 și dx=0,15, se obține dV = 3,43359 m3 Se recomandă, pentru a aprecia eroarea comisă, să se efectueze șî calculul direct, fără utilizarea dife-V 120 120 rențialei 126 Conform legii lui Ohm: 7 = — = — ' deci df = df? înlocuind fî i? f?“ f? = 550 și df? = 5, se obține df = — 0,0019 amperi; rezultatul se explică prin faptul că intensitatea curentului scade atunci cînd rezistența crește 132 Se arată că P(-—1) = = p'( l) = P’(—1) = P"(—1) = 0 și Plv (—l)rt0 135 Se pun condițiile P(l) = —= p'(i) = Q Se obține: o = n, b =— «■—1 136 Rădăcinile lui P'țx) sînt—1 și 1 Punînd condițiile P(—1) = 0 și apoi P(l) = 0, se obține— respectiv — a =—2 125 si a — 2 137 Pentru a — 0, rădăcina dublă x = 0; pentru a = — > rădăcina dublă 128 я = — 138 a = — , b = 80, c = — 12 139 o = 28m/s; a = 10 m/s*; — = 1146 kgm 2 3 2 3 25 S40 a = —; b ——2 141 a= —; 6=15 142 Condițiile din problemă sînt: 2 8 s(0) — 10, s(2) = 6, r(2) = 6; se obține: a = 4, b — —10, c = 10 în problemele 443 —146 se ține seama că, în vid, legea de mișcare a corpurilor care cad liber este s(l) = =i — gP, iar legea de mișcare a corpurilor aruncate vertical în sus este s(f) = 2 — gt2 + v„l; unde g (accelerația gravitațională) те 9,8 m/s2, iar u0 — viteza cu care 2 este aruncat corpul 143 Z=e4,9; v те 48 m/s 144 A — 122,5 m; v = 49 m/s 145 Evident, în momentul în care începe căderea, avem t>(lx) = 0 Șe obține: те 10,2 s; h те 510,2 m; f2 = 10,2 s; о те 100 m/s 146 Condițiile din problemă conduc la sistemul de ecuații: — — gf2 + not — 150, — gt + і>0 = 0; se obține ( те 5,5 s, 2 z>0 те 54,22 m/s 147 Q(l) = 1,118 In (1 + t)I(l) = 'i 7(0) = 1,118 amperi; 7(2) те те 0,373 amperi 148 V, 2?, f fiind — respectiv—tensiunea, rezistența și intensitatea, se știe că у = f? ■ f (legea lui Ohm); f(l) = cos 2tzI; se obține Ѵтлі pentru cos 2rrt = 1 (adică pentru orice t Întreg pozitiv): Ѵгпаі = 600rr volți 149 p = 13 g/em Capitolul X (Studiul funcțiilor cu ajutorul derivatelor) 1 —2 Se ține seama de faptul că între două rădăcini ale funcției se află cel puțin o rădăcină a derivatei, de gradele lui /\ și Ț2 și de teorema (cunoscută din cl a N-a) asupra 4 numărului rădăcinilor unei ecuații algebrice de grad n 328 CAPITOLUL XI INTEGRALE f 2\ (2 \ f(2} — fm 2 (—3, —1), (—1,0), 0,- , -,4 • 3 = 6 = f(c), cu ce (1,2); într-adevăr, (5/(5/ 2 — 1 , 2 f(x) — 4x și ecuația 4x = 6 are soluția x= — 6(1, 2) 4 Punctul corespunzător este —5 -f- Î24 5 Se obțin punctele ± Vln 9 2 i aceste puncte aparțin intervalului (-— , —) , f In 9 (22) ]n 9 2 1 4 deoarece — ■ care poate ln 9 4 3 fi verificată utilizînd tabelele de logaritmi zecimali; in acest scop se scrie ln 3 = Ig e 6 Se obțin punctele — ± 7 — — ■= -— = f'(c) = ne"-1 cu ce (a,6); 2 b~a b~a se observă că na"1 punct de infl 52 Convexă pe și pe oo concavă pe X = — » * Și 2 r = К 2 —^'puncte de infl 53 2 Dreapta țf — O (axa Ox) 54 Dreptele x = — 1, x = 1, у = 0 58 x у = 1 У = 65 у — 0 56 x = 1, у x = —2, x = 2, у = 5x— 2 60 ; Toate dreptele x = (2k 1) л, к Întreg 63 x = — 1 1 2 x = ■—3, x = 3: у — 2x (7 3 59 Punct de min : infl : (0,1) 57 x — 0 (saca Oy), = 1 61 X = 1 i g — x x = — 1, 64 x = 0, 66 Punct de max : (2,4) 67 Punct de 68 Punct de min : (0,-—4) 69 Extreme pentru x = + 15 + l 145 ± ■4- 1,65 (valoarea negativă corespunde unui max , iar cea pozitivă unui 10 min ) și pentru ± 0,54 (valoarea negativă corespunde unui min,, iar cea pozitivă unui max ); puncte de infl pentru x=0 și pentru x — -b [1,5 70 Punct de max : (0,1); puncte de infl ; asimptotă: dreapta у — 0 71 Punct de min : —1, — I; punct de max : A / ; puncte de infl : (0, 0), ; asimptotă : у = 0 72 Asimptote : x = 1 și у = 1 73 Punct de max (—1, —2); punct de min (1, 2); asimptote: x = 0 și у — x 74 Punct de min (0,1); asimptote: x =—1, x = 1, у = 0 75 Punct de infl : (0,0), asimptote: x =—1, ( 3 | 0, — ; puncte de max 4 J asimptote: x = —1, x = 1, x = —2, x = 2, у = 0 77 Funcția este definită pe [2, 00); punct de min (2,0); funcția nu este derivabilă in x = 2 ; avem : lim f'(x) = со, x->-2 deci în (2,0) graficul are semitangentă paralelă cu axa Oy 78 Funcția este definită pe (0, 00); punct de min (0,0); în acest punct, semiaxa Ox pozitivă este tangentă Ia grafici 79 Funcția este definită pe (0,1]; punct de min (1,0); în x = 1, funcția nu este derivabilă; în punctul de min , graficul are semitangentă paralelă cu Oy; punct de infl 330 CAPITOLUL XI INTEGRALE — ’ — ; asimptotă x = 0 80 Funcția este definită pe [0, 1); punct de min (0,0), (43) in acest punct, semiaxa Ox pozitivă este tangentă la grafic; asimptotă: x = 1 81 Funcția este definită pe (—oo,—1) țj | l, oo); punct de min (1,0); in x = 1, funcția nu este derivabilă; în punctul de minim, graficul are semitangentă paralelă cu Oy; asimptote x = —1, g = 1 82 Se consideră funcția definită pe — — l ; puncte (2 2 J de min (0,1) și (2-, 1); punct de max (re,— 1); asimptote: x = ~-,x = '— 83 Se 2 2 consideră funcția definită pe — {re}: puncte de max ^0, — j , ^2re, — | ; asimptotă : x re 84 Se consideră funcția definită pe [0, 2re}, maximele fiind penlru x = 0, re 5re „ , , n Зге x = — , x = — , x = 2re tar minimele pentru x — — , x ~ n, x — — ; dintre punctele 2 4 4 2 de inii, ale graficului este suficient să se țină seama de acelea date de x = — și x = — • 4 4 85 Se consideră funcția definită pe [0, 2re)— : puncte de max ; (0,1), (2re, 1); (2 2 } re Зге punct de min (re, —1); asimptote: x= -, x— - " 86 Se consideră funcția definită 2 2 pe (0, 2re) — {-}; se observă că lim = 2; pentru a calcula lim - ~Г-, se pune x-400 sin x xvfin sin x rt sin 2x sin (2u 4- 4re) u = x — 2re, deci lim - = hm — = x->2a sin x u—0 sin (ti -f- 2re) lim u-+0 sin 2u sin u puncte de infl ; asimptotă : x = re 87 Asimptotă : 0 88 Funcția nu este definită în x = 0; f(0— 0) = 0, f(0 + 0) = oc ; asimptote : x = 0, nită în x = 0; f(0 — 0) = 0, /(O + 0) = oo ; asimptote : x rezultă : lim xex = — lim ue~u = -1 u - = 0 (v *-»■—oo X—oo jjm e У = = 0, cap 1 88 Funcția nu este defi-g = 1 t>0 Punînd u = — x, VII, § 3) ; punct de min — 1, j ; punct de infl |—2, —- j ; asimptotă: у = 0 91 Funcția este definită pe (— 1, 1); punct de infl ; (0, 0); asimptote : x = — 1, x = 1 92 pe (0, oo); definind funcția и = — pe (0, oc), rezultă: lim x In x x-+0 Funcția este definită In — u x = hm =• u-*oo u = — lim = 0 (v cap VII, §3); punct dc min I—> -1 - 93 Funcția este defi- u-r» и (ее) nită pe (0, oo); procedînd ca la exercițiul anterior, se obține lim f(x) = 0; punct de x-+0 min I , —) î punct de infl , — 1 94 Se obține P(x) = x” (a — x)”; Ue 2el 2e3J funcția este definită pe (0, a); pentru x = se obține Pmax = nimnn INDICAȚII SI RĂSPUNSURI 331 J a” 95 Se obține S(x) = xm 4- ■— ; funcția este definită pe (0, a); pentru x = I—| > x” \m ) 1 (amn \ni + n - 9G Notînd cu x și eu у dimensiunile drept-mmnnl unghiului, se obține x2 4- p2 = 4r2; se stabilește că funcția S (x) = x lr4r-2—x2 are maximul 2r2 pentru x = у = r fă"; deci dreptunghiul de arie maximă Înscris într-un cerc dat este tocmai pătratul înscris ta respectivul cerc 97 Fie ABC triunghiul dat și un dreptunghi L V \'I‘ ales conform condițiilor din enunț (ЛГР pe ІІС; L între A și B) Notînd LN = x, NP — у, ВС = a și h •— înălțimea coborită pe BC și ținînd a seama de asemănarea triunghiuriior ABC și ALM, se obține S (x) = — x (A — x); h pentru x = — , n = — , se obține Smax = — 98 Notînd cu x diametrul bazei ci-2 2 ,4 lindrului și cu у înălțimea cilindrului, se obține V (x) = — х2У4г2 — x2 ; pentru 4 2rУ~2 г V2 4 x = ——- , у = —se obține Ѵ„дх = —-== n3 99 x și у avind aceeași sem-fâ Уз 3 Уз nificație ca ia problema anterioară, se obține, pentru x—1 șl у = 2; Ѵтлх = ran3 100 Se exprimă lungimea l a vasului, în poziția în care acesta se sprijină cu o extremitate pe malul rlului, iar cu cealaltă pe peretele canalului, în funcție de unghiul a format de direcția vasului cu malul rlului; se obține /(a) = — -1- - ; pentru a = sin a cos a — ? І ,3 = arctg » se obține: Lmax = p/3 4- b3 j2 101 Baza cutiei este un pătrat de latură a = 2x, iar adîncimea cutiei este x; V (x) = 4x3— 4nx24-u2x; pentru x= — 6 2a8 se obține Ѵмйх = ■ -102 Fie MN porțiunea de cale ferată paralelă cu șoseaua; 27 notînd cu x proiecția lui AM pe șosea, traseul este T (x) = AM 4- MN + A'B = = У x2 + 9 4- 2 4- К1 4- (8 — x)2’ = /х2 4- 9 4- У х2 — 16 х 4- 65 4- 2; pentru х = 6 se obține Tmi„ = 24-4 УТ а: 11 km 103 Notînd cu x distanța de la sursă la pistă și si n 0 x В ■cu d distanța de la sursă la M, se obține / (x) = == -„ ; pentru x = -==- d3 4 12 (Л2 4- x2)2 2 se obține Imax - 77=-• 104 Trei rădăcini reale in intervalele (—oo, —1), (—1, 3), ЗЯ3 i 3 (3, 00); restrîngînd intervalele, se obține (—3, 1), (0, 3), (3, 5) 105 Patru rădăcini reale în intervalele (—00,—1), (—1, 0), (0 3), (3, 00); primul și ultimul interval pot fi ușor restrlnse : (—-2, —1), (3, 5) 106 Două rădăcini reale în intervalele (—00, — l)r (1, col; restrîngînd: (—2, — 1), (1, 2) 107 Trei rădăcini reale în intervalele (—со, 0), 0,—— I > [—— > col ; restrîngînd primul și ultimul interval, se obține: (—1, 0), Vs) Из I 108 Se obține șirul iui Rolle: f(— со) = — oo, f(—1) = m 4- 1, — m—5 27 332 CAPITOLUL XI INTEGRALE /■(со) — oo; m — , 27 3 27 o rădăcină reală 109 Șirul lui Rolle; f(— oo) = oo, f(— 1) = m — 3, f(0) = tn, /“(4) — m — 128, f (oo) = oo ; m 128, toate rădăcinile complexe 110 Șirul lui Rolle; f(—oo) = oo, /(0) = —ni2, f(m) = = m2 (m2 — 1), f(2m) = ■— m2, f(x) = oo ; | m | 16, toate rădăcinile complexe 112 Șirul lui Rolle : f (— oo) = oo, f( -— ) = 6m — » ДО) = 6ni, ) = 6m -» I 3 ) 27 (2 / 16 2 f(oo) = oo ; m — , toate rădăcinile com- ț 96 2 / 96 plexe 113 f(—со) = — oo și f(oo) = oo, deci, oricare ar fi p și q, (reali), ecuația are cel puțin o rădăcină reală; pentru p O, ecuația are toate rădăcinile reale sau o singură rădăcină reală 114 Șirul lui Rolle : f(— oo) = oo, f 3p\f~p 3 ’-TR"3 Дос) = oo ; după cum I — j — I — ] O, ecuația are două rădăcini reale sau toate rădăcinile complexe 115 Tratînd ca la exercițiul 113, se observă că ecuația are totdeauna cel puțin o rădăcină reală și cel mult trei asemenea rădăcini, și anume ■— în acest ultim / p V«+t [ q \2" caz — in mod necesar : p co evident: lim f(x) = oo ; pe de altă parte : lim f(x) = lim x1 1 - -| și, deda- x->0 x-+ x—® l X X2 x2J In X rece lim • ■ - = O (v cap VII, § 3), rezultă lim f(x) = oo ; derivata ате rădăcina x = 1; x-+ O, nici o rădăcină reală 117 Funcția f(x) = INDICAȚII ȘI RĂSPUNSURI 333 = X2 4- x 4- e~* -r m este definită pe R Se calculează mai întîi f(— oo) și f(oo); evident: e-* e* lim /"(z) = oo ; de asemenea lim f(z) = oo, deoarece lim •— = lim — — cc (v, cap VII, x-*oo —x x-*-—oo Z2 y->eo У" î 3); se obține șirul lui Rolle : [(■— oo) = oo, f(0) = m + 1, f(oo) = oo ; m 1, două rădăcini reale (pentru m =— 1, z = 0 rădăcină dublă); m> 1, nici o rădăcină (reală) 118 1,32 119 2,888 120 1,636 121 —0,31; 0,44; 1,06 Capitolul XI (Integrale) 5 1 —, 2 Pentru a calcula V'' Ifi se pleacă de la (p 4- l)1 etc (analog procedeului indicat 6 fr! în subsolul de la § 1); se obține 4 4 —fi Se vor lua punctele intermediare Ia mijlocul intervalelor parțiale și se va arăta că sumele integrale corespunzătoare sînt nule La 7 Ale-gînd punctele intermediare ca la exercițiile anterioare, se va arăta că sumele integrale corespunzătoare ale funcției cos z pe intervalul q— a, 0] sînt respectiv egale cu sumele integrale corespunzătoare ale funcției cos x pe intervalul [0, a) 8 13 în fiecare caz se determină ușor o funcție F a cărei derivată să fie funcția f de sub semnul integrală; de exemplu la 8 F(z) = z8 4- x1 Se obține 8 2 9 1 10 FzzJ ; 11 1—j'T; 12 —1; 13 — — e 4 18 2z* — x8 -L 3z + C 19 — z6 — — zs 4- Xя 4- — z2 — 4z 4- C 20 — — -ț- — 4- 5z 4- 3 5 2 x x2 + с =1 -?* + 4£— + с К + , + C 23 - »• + 3«+ C 24 + 4z* 3 5 15 4- C 25 —— 4- C 26 4 z2 fx -|- z Fx 4- 2 Tz 4- C 27 z Fz — z’/z3 — •2 5 3 4 o -4^4-C 28 ^L1Z 4-C 29 0, deci an -> -— ■ dacă a > 1 și p > 0, atunci a” -^oo, 1 — « a"P -* oo și я„ -> oo, dacă a> 1 și fi = 0, rezultă a“p = 0 pentru orice n, deci a^-» 0, iar a„ —* oo ; dacă а — 1, scriind a„ = ( 3 4 — I a” 4 -—» se observă că șirul l а — 1 / 1 —а 1 1 a — 1 are limită, și anume -dacă, și numai dacă, S -f = 0, adică а = se cer- 1 — а а — 1 P cetează dacă а — le compatibil ru g>0; se obține 0 ) dacă x0 e [0, 1) rezultă f (x0) = x0, dacă x0 e [1, 2), rezultă f(x0) = x0—1 etc ; graficul este constituit din porțiuni din paralelele la prima bisectoare prin punctele de abscisă întreagă; c) dacă Vx0 e [0, 1), deci x„ e [0, 1), rezultă f (x0) = 0; dacă Ух0 e [1, 2), deci x0 e [1, 4), rezultă f (x0) = 1; dacă fx0 e [2, 3), deci x0 e [4, 9) rezultă f(x0) = 2 etc ; d) dacă xj e [0, 1), deci x0 e [0, 1), rezultă fțx„) = 0; dacă xj s € [1, 2), deci x0 e [1, /2), rezultă f (x0) = 1 etc 3 Se observă ușor că, dacă a> 1, atunci = oo și ls = — oo, iar dacă a 0 pentru orice n, astfel încît a 4- sin — = 0 pen-xn tru orice n, deci f(x„) = 0 pentru orice n; dar există și șiruri y„ -> 0, yn>0 pentru orice n, astfel incit a + sin ~ > 0 pentru orice n, deci f(yn) -► oo ; în concluzie, funcția consi-Уп derată nu are limită la dreapta în x = 0; analog se demonstrează că nu există limită la stînga în acest punct 4 (a) = 3 9 + 3a, f2ta)= 3 Уэ + 3a amplificînd cu conjugata numără- a, a torului rezultă respectiv : lim f2 (a) — și ft (0 4- 0) = oo, (0 — 0) = — oo (Se ob- e-M) 2 servă că — — 6ste rădăcina ecuației de gradul 1, care se obține pentru a = 0 din ecuația 2 dată; desigur nu are sens să se considere oo sau —oo ca „rădăcini" ale acestei ecuații ) 5 1° Notînd y0 = f (x0), z0 = g (x0), (x0 e R), se observă ușor că f și g pot fi definite (TC \ - 2 Qt - q2 — — ’ — | > ’n e (— к, тг): tg p0 = — -— ■ 2 2 J x„ 4- 2 ax0 — аг Jg — = — înlocuind x„ = a tg — 2 a 2 in prima egalitate, se obține, după transformări sim- ple, cos z0— sin Zq 1 — tgze ț 4 rezultă p0 = z0 Ц- (д-о în treg, depinzînd de ya și z0, deci de z0); sau f(r0) = gțxa) к (x0) тг; pentru x oarecare avem; f (x) = g (x) -f- — + k(x)~; funcția к (x) are numai valori întregi și este continuă f (x) și g (x) sînt continue; rezultă k(x) = c (c un anumit număr întreg, deoarece, dacă am avea к (Xj) = A'j și к (x2) = k2, = — 5; 3° f ( — — | = — 7, min și f (2) = 3, max ; p = 1 asimptotă, 8 Dreptunghiul fiind ABCJJ (A și D pe parabolă), se notează x = h-—Afi; se observă că AD = 2y, unde у verifică ecuația у = У2рх; se obține S țx) — 2 (h— x) ^2 px; pentru Л 4AÎ2pft x = — se obține Smaz = — • 3 з К з 338 CAPITOLUL XI INTEGRALE 9 Evident nm = 60; se știe că forța electromotoare a bateriei de n elemente legate în serie este rezistența interioară nr; grupind apoi cele rn baterii in paralel, forța electro-nr ne — ; aplicind legea lui Ohm, se obține I = -= m nr R + — rn motoare este ne, rezistența interioară 60 ne rezultă I — -— Pentru a rezolva mai rapid 607? 4- nar 60 e 60 = ■ ; înlocuind m — — mii + nr n problema trebuie să se recurgă la derivate; observînd, insă, că funcția I (n) nu este definită 60 ex decît pentru numere Întregi, se consideră funcția f(x) = definită, de exemplu, pe , funcția f coincide cu 1 (n); funcția f are un maxim pentru x0 = 2 15 7? atunci, deoarece f (x) este crescătoare pe , maximul lui I (x) este dat de n = 60; deci m = 1 (toate elementele se leagă în serie); dacă x0 x0; dacă I (n1)> 7 (n2), atunci n = nt; dacă I (пг) 60, deci n = 60; 2° x0 = 30, deci n = 30; 3° XgS^ 12,2; se cercetează I (12) și 7(15); se obține I (12) = 2,45 e și I (15) = 2,4 e, deci se ia n = 12 10 Notînd cu B' proiecția lui Ii pe calea ferată, cu M punctul de racordare și B'M = x, costul transportului este y(x) = a (30 — x) + (3 У xa + 81, x (B' corespunde lui 9a x = 0, iar A lui x = 30) Anulînd derivata, se obține x„ = rr — —, dacă xn >= 30, atunci 0 у рг a2 0 deoarece у (x) este descrescătoare pe orice interval , г i <o2 - («2 + fts) 2” 1 18 Știind că ы = — se obține E = ~ RasT; rezultă că într-o secundă consumul T 2 mediu de energie este — Ra2 2 20 Solind cu M masa pămîntului și cu x distanța dintre centrul pămîntului și corpul considerat, rezultă — conform legii atracției universale —F (x) = A- m^- • x‘ prafața pămîntului (deci pentru x= R) se obține к = mg, deci a = к - ~ • se la su- calcu- R+0 lează apoi L = M F (x) dx și se înlocuiește în rezultat к — — g; se obține FF Rh ~ gm 1 Hm L (h) = gmR întreprinderea Poligrafică „13 Decembrie 1918" Str Grigore Alexandrescu nr 93—95 București Republica Socialistă Remania Comanda nr 958 С и Р К I N S и L Cuvtnt introductiv Capitolul I — Numere Exerciții Capitolul II — Noțiuni elementare despre mulțimi Exerciții Capitolul III — Șiruri de numere Exerciții Capitolul (V — Puteri și logaritmi Exerciții Capitolul V — Simbolurile 4- cc șl — oo Exerciții Capitolul VI — Funcții Exerciții Capitolul VII — Limite de funcții Exerciții Capitolul VIII — Funcții continue Exerciții Capitolul IX — Derivate Exerciții Capitolul X — Studiul funcțiilor cu ajutorul derivatelor Exerciții Capitolul XI — Integrale Exerciții Exerciții suplimentare Scurtă privire istorică Indicații și răspunsuri Exerciții suplimentare 3 5 14 16 22 24 48 50 56 E7 66 67 99 104 133 137 147 149 193 200 2o i 259 304 310 314 317 336 Redactor responsabil VOICU I VOICU Tehnoredactor: GRL’lA IANCL’ Dat la cules 04 06 1965 Bun de tipar 20 09 1965 Apărut 1965 Tiraj 82060 + 100 broșate Hirtie scris tip I! A 63 glm-I6170X 100 Coli editoriale 20,050 Coli de tipar 21 5 plan 14069 A 6304 C 2 pentru bibliotecile mari 517(075 3) C Z pentru bibliotecile mici 51 